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Vorwort. 



Hiemit übergebe ich dem mathematischen Publikum das bereits 
im Vorwort zu meiner „ebenen Polygonometrie" angeführte Hand> 
bnch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das mit jener eipen 
Tollständigen Kursus dieser Zweige der mathematischen Wissen » 
Schäften abzuschliessen bestimmt ist. Allerdings sind beide Schrif» 
ien auch dazu bestimmt , meinen Vorträgen an der hiesigen poly - 
technischen Schule zu Grunde gelegt zu werden; sie haben aber noch 
den weitern Zweck , dem weitere Belehrung und Uebung suchenden 
Anfänger und auch schon etwas Vorgeschrittenen Stoff dazu darzu - 
bieten. Ich habe ans diesem Grunde, zumal in dem vorliegenden 
Buche, den Gegenstand möglichst erschöpfend behandelt, eine 
Menge Anwendungen gemacht und fast überall ausgerechnete Zahlen- 
heispiele beigefügt, so wie andere solcher Beispiele zur Uebung vor- 
gelegt. Ich glaube daher, dass ein angehender Matliematiker , der 
das vorliegende Handbuch gehörig durcharbeitet, nothwendig sowohl 
in der trigonometrischen Kechnungsweise, als auch im Ansetzen 
tmd Auflösen von Aufgaben grosse Fertigkeit erlangen wird. Ueber 
den Inhalt wird die ausführliche Inhaltsübersicht Auskunft ertheilen, 
wozu ich nur noch bemerke, dass die mit einem Sternchen bezeich- 
neten §.§. bei einem erstmaligen Durcligehen, ohne wesentliche 
Beeinträchtigung des .Studiums , auch tibergangen werden können, 
80 wie unter den Aufgaben eine beliebige Auswahl getroflfen wer - 
den kann. 

" Es war früher und ist jetzt noch häu^g Sitte, die trigonometri- 
schen Funktionen, nicht wie es hier geschehen als abstrakte Zahlen 
aufzufassen, sondern man stellte sie als Linien dar und nannte sie 
desshalb auch trigonometrische Linien. Ich habe diess in der An- 
merkung zu §. 5 angedeutet. Würde man dort den Halmesser r 
willkürlich lassen , so wäre — nach der alten Erklärung — B£ der 
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sinns von BOA, fftr den Halbmesser r, gewesen. Eine demrtige 
ErkUning aber verwickelt ganz unndthigerweise in Weitläufigkeiten, 
die in der einfachsten Weise von der Welt vermieden werden, wenn 

man die im Buche gebrauchte und angewandte Definition, die auch 
in den meisten neuern Schriften vorkömmt, annimmt. Freilich wird, 
selbst in den neuesten Werken, eine Vermischung beider Erklärungs- 
weisen angewandt, die nur zur Verwirrung ftbren kann; ich habe 
die einmal gewählte Erklärung entschieden beibehalten, und der 
Leser wird wohl nie in Versnchnng kommen , sich etwas Anderes 
unter sinA, n. s. w., denken znmfissen, als anfänglich gesagt wurde. 
— Dass ich mich aber ganz entschieden für diese Art der Definition 
der trigonometrischen Funktionen ausgesprochen, hat einen doppel- 
ten Grund. Zunächst nämlich wird durch die Betrachtung derselben 
als Linien die Homogeneität der algebraischen Ausdrücke gestört. 
Wenn (ilg. 1) BG = AC sin A, so kann, da BG, AG Linien sinc|» 
•in A nur eine abstrakte 'Zahl seyn, da sonst nicht beide Seiten von 
gleicher Dimension wären. Freilich wird man in diesem Falle ent- 
gegnen, dass sin A eigentlich durch 1 dividirt sey, so dass man 
habe 1 . BC = AC . sin A. Aber wozu dieser Umweg? — Zweitens 
verlangt die ganze Analysis ganz entschieden, dass die trigono- 
jBAlrischen Funktionen abstrakte Zahlen seyen. Wenn man aber 
nun von vom herein angefangen hat, sie als Linien zu betrachten, 
so kfimmt dadurch Verwirrung in die Begriffe, während nach unserer 
EiUärung es ganz klar ist, dass jede zwischen — 1 und lie- 
gende Zahl durch sin A dargestellt werden kann u. s. w. (§. 13). 
Ohnehin würde es in den Anwendungen, z.B. auf Mechanik, ganz 
sonderbar klingen, wenn man trigonometrische „Linien"" einfuhrt* 
Wenn es dort etwa heisst, der Reibungskoeffizient ist gieicji der 
Tangente des Reibungswinkels, so hätte die filte Betraohtungaweise 
gans umständlidie Erklärungen und Verdeutlichungen n^thig, um 
in ihrem Sinne diess klar zu machen , während nach unserer Weiss 
die Sache höchst einfach ist. — Wenn man meint, die trigonometri- 
schen Funktionen mit der Kreislehre in Verbindung bringen zu 
müssen, so ist diess sicherlich eine Täuschung, und wenn auch die 
Analysis diess scheinbar thut, so rührt es nur daher, das« sie die 
Wlnkri durch -die Läng«a von Kreisbögen misat, die man mit einem 
Baltaesser ^ 1 xwisQhcn ihren S^ten^beaehreibt« 
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Die Uotersnchang über die Vorzeichen der trigonometrischen 
Fonktionen fftr die verschiedeim Winkel, wie sie in §. 9 gegeben 
wnrde, ist natArlich von grOuter Wichtigkeit Ahr die ganze Theorie» 
da erst diese Untennchnng das Wesen der hier sn behandebideii 

Funktionen nSher erforscht. So wie sie im Buche geführt ist, er- 
schien sie mir als die sich am unmittelbarsten darbietende , und sie 
ist wohl auch überzeugend genug, besonders wenn man beachtet, 
. dass in allem Folgenden die hier gefundenen Resultate als notb- 
wendig erscheinen* Man hat allerdings aoch andere Wege einge- 
schlagen, QU dasselbe Ziel ta erreichen', yon denen ich nor zwei 
bertthren will. Der eine stützt sich auf die Gmndanschaanngen der 
analytischen Geometrie, und ich habe ihn in der Anmerkung zu §. 5 
meiner „ebenen Polygonometrie" angedeutet. Er ist unzweifelhaft 
sehr anschaulich und wird die hier eintretenden Verhältnisse sehr 
klar machen, nur schien er mir nicht hieher zn gehören, ohne dass 
ich desshalb meine, er dürfe nicht betreten werden. I>Br zweite ist 
der, dass man die Formeln der ebenen Trigonometrie (§. 22) ent- 
wickelt, und zeigt, dass wenn sie alle Fälle nmfkssen sollen, der 
Cosinus eines zwischen 90** und 180* liegenden Winkels nothwendig 
negativ seyn müsse. Dieser zweite Weg ist aber schon desshalb 
nicht anzurathen, weil er nicht über ISO" hinausführt. 

Ein wissenschafUich^alytischer Weg wftre, wenn man die 
Gleichnng 

sm (a-|- b) = sin a cos b-|- Cosa sin b, (1) 
die Ar a -|- b < 90* in §. 8 bewiesen ist, geradeza fds allgemein 

gültig voraussetzen würde, und annähme, dass 

sin 0* = 0, sin (OO'^ — a) = cos a (2) 
ist, von welchen Gleichungen die letztere zur Erklärung der Grösse 
cos a dienen kann, ond die man ebenfalb als für alle a gültig vorans- 
setzen wird. 

Zunächst folgt nnn ans (2) fttr a = 9<f : 

co890« = 8in0" = 0; (3) 
ferner aus (1) für a = 0* nach (2): 

sin b = sin 0** cos b -f- cos 0" sin b = 008 0" sin b» 
woraus, da nicht sin b =: 0, folgt: 

cosa*=rl,sin9a»==co8 0*=L (4) 
Für «SS 90^ folgt mm ans (1): 



Digitized by 



n 



(Iia(90'*+b)=sin90'co8b + cos90''ftmb=:cosb (5) * 
ind wenn num hier — b für b setzt : 

cos(— b)=:8iii(90®— b) = C08b. (6) 
Setit man in (1) b =s— >a, so ist unter Beaehtong von (6) und (2): 

0 = 8inaco8a+cosft8in(— a), sinC — a) = — rfna. (7) 
Setzt man ferner in (1) 90° — a für — b für b, uud beachtet (2), 
(6), 80 hat man : 

tiii(90*— Ä— b) = sin (90°— a)cos(— b)-f cos(90°— a)ßin(— b), 

C08(a4"b)= cosacosb — sin a sin b. (8) 
Seilt man hier b= — a und beachtet (4), (6), C7)> so ist 

1 rc cos* a + sin'a. (9) 
FQr as90^ folgt aus (1) und (8), mit Beachtung von (3), (4): 

sin (90* + b) = cos b, cos (90° + b) = — sin b, (10) 
woraus für b = 90°: 

8ml80° = 0, cos 180° = — 1. (11) 
Setat man in (1) und (8) wieder a= 180°: 

ain(l80''+b)'=:— einb, cos(180''+b)»— coab, 
▼orana 

sin270»= — 1, coa270^=0. 

Dann aus (1) und (8): 

8in(270°-|-b) = — cosb, cos(270° + b) = sinb, 
6in360° = 0, 'cos360° = l. 
Setzt man in (1) und (8) — b b, so folgt nach (6) und (7): 
aitt(a — b)=s8inaco8b — coaasinb» {12) 
cos (a— b) = cos a cos b 4* ein a ain by 

woraus 

cos(90" — b) = sinb, * 

sin(180° — b) = sinb, cos (180" — b) = — cos b, ; 
. - Bin(270« — b) = — cosb, cos(270° — b) = — sinb, 

sin(360°— b) = — sinb^ co8(360°— b)=coslf. 
Allgemein dann ans (l), (8): 

sm(360*+b)=:sinb, eo8(36a?+b)=cosb. 
Bass damit die ganze Theorie der trigonometrischen Funktionen 
gegeben ist , versteht sich von selbst. Doch ist dieser Gang für 
den Anfanger nicht geeignet. 

Wenn in §. 11 schliesslich gefunden wird, dass die Formeln des 
$.8 gana allgemein gelten, voransgesetstr dass m^w Cftf d|f 
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Yorkomiiieftdeii trigonometri sehen Fvnktionen ihre Vor- 
zeichen gemäss §.9 wählt, so liegt hierin eine thatsächliche 
Bestätigung der Richtigkeit dieser Vorzeichen. 

In §. 13 könnte man alierdings den Einwand erheben, dass der 
Sats des §. 9, anf den verwiesen wird, imr ftr poskive Winkel gelte. 
Diese ist auch richtig; aber eben so richtig Ist, dass fkberhaiq>t ein 

Zuzählen von 360** zu irgend einem (positiven oder negativen) 
Winkel an den trigonometrischen Funktionen Nichts ändert, so dass 
also die angewandte Schlussweise als gerechtfertigt erscheint. 
Wenn wir überhaapt nnr vier trigonometrische Funktionen ange- 
nommen haben, so rührt diess dah«r, dass dieselben genügen nnd 
die Tafeln deren anoh nicht mehr enthalten. 

Der in §. 15 S. 38 angefiilirte Satz aus der Theorie der Loga- 
rithmen findet seine strenge Begründung wohl erst in der DilFeren- 
üalrechnung. Man weist dort nach, dass immer 

log Cl + X) = log e Ij,^—^—-^, 

WD e = 2*7182818, nnd a zwischen 0 und 1 ist. Ist nnn x kleiB 

genug, dass man ^(r^^'cexy* ^'^i^^^"^ kleiner als ist» 

vernachlässigen kann, so ist (nahezu): 

log(l+x)=xloge, 

9,ho wenn manx = — , undr + in = Pf also 1-4-— = — setzt: 

r r r ' 

l0g(l + ^)=:^l0g^ . 

logp logr =£^loge; 

eben so 

log q— logr = 1^ log e. 



wenn man Toraossetzt, dass man \ ^ — , J ^ — vemaeh-^ 

Iftssigen könne. Darans folgt: 

logp— logr:logq — logr = p— r:q— r. s 

Da, wie gesagt, ^^-^t selbst klein seyn mflssen, damit 
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dbser Sais gelte,' so wird s.B. dieittr logs]ii(A+ii'0 gegeBene 
Formel nicht mebr geHen , wenn sin A selbst klein wäre. Daber 

rührt dann die Kröi terung des §. 29. 

Die sonst wohl gebräuchiiche Ableitung der unendlichen Reihen 
für sin A und cos A habe ich nicht gegeben , da sie ganz offenbar in 
die Analysis gehört. An deren Stelle ist §.16 getreten. 

Bie in §. 22 gegebenen Gleichungen sindalsHanptgleichniigen. 
bezeichnet^ womit jedoch nicht gesagt seyn soll, dass man geradezu 
Ton ihnen ausgehen mfisse. In der Note zn §. 45 wird ohnehin ge- 
zeigt, dass man auch von andern Grundgleichungen ausgehen könne» 
Pieselben müssen aber immer der Anzahl nach drei seyn. 

£s mag bei dieser Gelegenheit gestattet seyn, auf §.8 meiner 
^ebenen Polygonometrie" zoruckzokommen. Ich habe dort zuerst 
die Gleichungen (I) gefunden als Ausdruck dafür, dass der 
(n-|-l)^ Punkt mit dem ersten zusammenföllt. Diese genttgen 
vollständig. Denn sie sind ein allgemeines Schema f^r ein gan- 
zes System von Gleichungen, das in §. 30 näher betrachtet ist. 
Dort aber wird gezeigt, dass diese sämmtlichen Gleichungen aus 
den Gleichungen (I) und (iro des §. 8 folgen, so dass diese drei 
Gleichungen die einzigen nothwendigeh Grundglei^chun* 
g^'n der ebenen Polygonometrie sind. 

Die im vierten Abschnitt ao^elösten trigonometrischen Glei- 
chungen, namentlich wie sie §. 33 aufstellt, werden sehr zweck- 
mässig auch als Beispiele für die Auflösung transzendenter Glei- 
chungen überhaupt verwendet werden können, und ich habe sie 
vorzugsweise von diesem l^andimnkte aus behandelt, und daher 
jeweils die doppelte Auflösnngsweise gegeben, während Enler, dem 
die Beispiele entlehnt sind, nur eine gibt. « 

Die Aufgaben des fünften Abschnitts bedürfen wohl einer wei« 
tern Erläuterung nicht; sie haben vorzugsweise den Zweck, in der 
Anwendung der Grundformeln Uebung zu erreichen, während die 
des - .sechsten Abschnitts auch von praktischer Wichtigkeit seyn 
sollen.. Ich habe dort wohl die meisten Aufgaben gelöst, die in der 
Praxis von Wichtigkeit sind, und cHe Auflösung so :gegeben, dtfss 
sie leicht angewendet werden können. In dieser Zusämmensteihmg 
glaube ich werden solche Aufgaben nicht häufig gelöst seyn. 

JxL ^. 38 habe iQh s^Uerdings von „kürzesten Linien" auf der 
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Meeresfläche gesprochen , und angeppben, man könne sie als Kreise 
vom dortigen Qalbmesser r betrachten. Diess geschah jedoch nur, 
^nm nicht gar zu viele ErklAmsgea einschiebea za rnttsBeiiy da woU 
von kilneaten Lmiea leicht ein Begriffen geben ist. In Wahflieit 
ist der dortige Halbmesser r der KTflmmongshalbmeseer emes Nor« 
malsehnitta des Erdellipsoids , der mit dem Erdmeridian den 
Winkel a macht. 

Die Formel für die Depression des Meereshorizonts, wie 
sie in §. 41 S. 152 angegeben worden, wird meist falsch abgeleitet 
nnd auch so gefunden; die im Bnohe.angegebend Ableitung dftrfte 
▼Ohl keinem Btnwand ansgesetat seyn. Eine Anwendong derse^n 
habe idi nicht gemai^t, um nicht zu vielerlei FVemdes beibringen' 
zn müssen ; man benfitzt sie bekanntlich bei Höhenbeobachtungen 
der Gestirne auf dem Meere mittelst des Spiegelsextanten. 

Der neunte Abschnitt — über den Eiofloss fehlerhafter Daten 
auf die durch Rechnung hieraus erhaltenen Grössen — erscheint 
hier zum ersten Male in einem Lehrfouche. Ich glaubte bei seiner 
Wichtigkeit nicht davon Umgang nehmen zu dürfen, da erst vermöge 
der hier geftihrten üntersnchnngen der Praktiker einen Maassstab 
erhält, nach dem er die Zuverlässigkeit seiner Resultate beurtbeilen 
kann. Sind die Grundgedanken dabei auch nicht unbekannt ge- 
wesen, so habe ich doch fast die ganze Ausführung zum ersten 
Male zu bearbeiten gehabt,* und ich glaube, die in §. 48 behandeltett 
Fftlle dürften zugleich als Uebung in der trigonometrisdien Beeh- 
nnng'zn empfehlen seyn. Es wird Denjenigen, die mit den Elemen- 
ten der Differentialrechnung vertraut sind, nicht entgehen, dass die 
in der Note auf S. 192 angegebene Regel ganz unmittelbar die für 
die Differentiation eines Produkts ist, wie denn überhaupt die BiU 
dung der Gmndformeln nach den Regeln der Differentialrechnung 
geschehen kann. Ich habe diess begreiflich nicht gethan« und glaibe^ 
dass das, was gesagt ist, auch sa, wie es gesagt ist, verstSndidi 
seyn wird. 

Was endlich den zehnten Abschnitt — über Interpolation — 
anbelangt, so mag er als ein Anhang angesehen werden, der eben 
so gut hätte wegbleiben dürfen. Doch möchte er manchem Leser 
erwünscht seyn, und ich habe ihn desshalb eingeschaltet. • 
. In. der sphärischen Trigonometrie habe ich vorzugsw^ di« 
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analytische Ableitang vorwalten lassen, da ich sie für die einzig 
wissenschaftliche erachte, indem nur sie ganz klar hervortreten iässt» 
▼ie ans den drei GrondformelD «lies Uebrige folgt — nnd folgea 
muss* Doch habe ich zoveilen Mch der geometrischen Ableitung 
gedacht, ohne mich aber in das Labyrinth von Figuren einzulasBen» 
das gar zu ^iele LebrbUcher der sphärieehen Trigonometrie enthal- 
ten. Dass ich das rechtwinklige Dreieck immer als mit unter den 
allgemeinen Sätzen begriffen angesehen habe, verlangt schon der 
Standpunkt, auf dem der Leser jetzt steht; zum Ueberfiuss habe - 
ich jedoch in §. 8 die dasselbe betreffenden Formeln nsammenge- 
stelk. Die sogenannten zweideutigen Fälle (§§. 13, 14) glaub« 
ich erschöpfend behandelt zu haben, was — gelegentlich gesagt — 
k der Regel nicht geschehen ist. 

Dass ich bei dem so wichtigen Legendre 'sehen Satze (§. 19) 
in den Entwicklungen weiter gegangen bin, als diess gewöhnlich 
geschieht, geschah wegen des Resultats, das in der Formel (21) auf 
S. 265 ausgesj^hen ist, das ohne diese £ntwickiang natOrüch 
nicht erhalten worden wäre. Demselben ist das auf S. 278 in For« 
mel (23) für die Berechnung- eines sphärischen Trapezes gefundene 
an die Seite zu stellen. 

Als Aufgaben habe ich, ausser einigen rein geometrischen, vor- 
zugsweise solche aus der Astronomie und der Geodäsie gewählt. 
Wenn in §. 23 die Konstruktion einer Horizontalsonnenuhr mit 
grosser AusföhrUchkeit behandelt wurde, so rfthrt diese daher, das« 
bei Glelegenheit dieser Aufgabe eine Menge für das Folgende wich- 
tiger Begrüfo erläutert werden konnten, abgesehen davon, dass wohl 
die Aufgabe als solche nicht ohne Interesse ist. Dasselbe gilt wohl 
auch von den Aufgaben des §. 24. 

In §. 25 worden die wichtigsten Methoden angegeben , nach 
denen auf astronomischem Wege die geographische Breite eines 
Ortes auf der Erdoberfläche bestimmt werden kann. £• bieten die 
Idcr behandelten Aufgaben zugleich reichlichen Stoff zur üebung im 
' Auflösen trigonometrischer Gleichungen, bei welchen üebiingen zu- 
gleich der Vortheil vorhanden ist, dass der Leser sieht, wo die zu 
lösenden Aufgaben ihre Anwendung finden. 

Als Anwendung auf die höhere Geodäsie habe ich die Berech-^ 
«ttng der Polac- und rechitwinkUgen Koordination der Eckpunkte 
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eines Dreiecksnetzes gewählt, die erstere im Wesentlichen nach 
Bessel« die letztere nach Schleiermacher, jedoch mit Weg- 
lassnng gewisser durch keine Theorie zn rechtfertigenden Künsteleien. 

Der siebente Abschnitt endlich ist der analoge zom nennten der 
ersten Abtheilang, und musste natürlich seinen Platz hier erhaHen, 
wenn sein Vorgäni^er bereits vorhanden war. Die Anwendungen 
dürften nicht ohne Interesse seyn. Ich erinnere in dieser Beziehung 
nur an die Worte von Gauss (monatl. Korresp. 18. Theil S. 286): 
pBei allen Methoden, die man dem praktischen Astronomen- zu sei- 
aem.GebrahjBhe Yorscl|lAgt^ ist es ßine unerlässliche Pflicht, das» 
nuui'den Ebflnss der.unvermeidliolien BeobachtongsfeUer aof die 
Resultate würdige, damit man sich Qberzengen kann, ob sie Über- 
haupt, und unter welchen Umständen sie mit Sicherheit anwendbar 
sind. Der Vernachlässigung dieser Pflicht hat man die vielen un- 
reifen Einfalle zuzuschreiben, über deren Unwerth die praktischeii 
Astronomen klagen." 

In Benig anf die Literatur des hier behandelten Zweiges der 
Mathematik bin ich mit Zitaten sehr sparsam gewesen , da ich die« 
selben als nicht wesentlich zum Buche gehörig angesehen habe. 
Ohnehin mag es eine schwierige Sache seyn, für jeden Satz den 
Mann zu finden , der ihn zuerst aufgestellt hat , und ich habe mich 
damit nicht befassen können , ohne dass ich in Abrede stellen will, 
dass'das Mithereiqziehen des Historischen von grossem Interesse 
ist' Äber um in dieser Beziehung nicht Falsches zu sagen, habe 
ich vorgezogen, meist ganz zu schweigen. 

Die am Schlüsse des Buches angegebenen Druckfehler, die mir 
bei nochmaligem Durchgehen des Buches aufgefallen sind, bitte ich, 
mit der Schwierigkeit des mathematischen Druckes entschuldigen 
uid vor dem Lesen verbessern zu wollen. 
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VOdIIot AliMhiiitl 

Bestimmung eines Dreiecks aus Verbindungen einxelner Stücke. 

*S.34. Ein Dreieck za bestimmen, wenn gegeben sind: 

1) eine Seite, ein ihr anUegender Winkel und die Differeni der swei 
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tkahdmng derselben gibt sofort die cogenannte Korrektion wegen 
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Koordinaten der Eckpunkte. Aufstellung der Bedingungen, unter 
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dreiecks = n^^** Halbmessers, so begeht man keinen Fehler ron 
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Dreiecksnetzes nach demselben und Bestimmong des sphArischen 
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Aa»erk«af. Di» all * beiekiaelea §f. kSaaea, «hae tes T«nltod«iss 

thnn , auch ztmächit fiberfwig^n werden. Eben so kann tinter den Anfj^aben (erste Abth. 
Mchffler Abiohaitlb swaile Abilu filaAer AbsohoiM) «iae bsUebif« Auwslil fetroflta werden. 



BtauMHiig te aagewaadtaii gxiechiMlMii BoduteboL 

a = alpha. if = eta. q — rho. 

p = beta. 9= theta. a = sigma. 

7ssgaania. Aslambda. «ssten. 

A= delta. / /I = my. y = phi. 

• = epsllon. £ = xi. v =^ P^i* 

t = zeta. K = pi. M = omSga. 
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Erste Abtheilung. . 

Ebene Trigonometrie. 



Dl9*gmt, abM» TiiffoamBalfte. 
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Erster AbscluiiU. 

Grundsätze der Ooniometrie. 

§. 1. 

Die Geometrie lehrt, dass ein ebenes Dreieck völlig bestimmt 
ist, d. h. unzweideutig gezeichnet w erden kann, wenn von demselben 
gegeben sind: eine Seite und z^ei Winkel, zwei Seiten und der von 
diesen gebildete Winkel, oder endlich die drei Seiten; sie lehrt 
femer, dass wenn zwei Seiten nnd ein der einen dieser Seiten ent- 
gegenstehender Winkel gegeben sind, das Dreieck wohl in manofami 
Fftllen unzweifelhaft gezeichnet werden könne, dass man aber auch 
zuweilen mit denselben gegebenen Stücken zwei von einander ver- 
scliiedene Dreiecke erhalten könne. In all den betrachteten Fällen 
nun muss es, eben weil das Dreieck verzeichnet werden kann, eine 
Methode geben, yermdge welcher man im Stande ist, ans den ihrem 
Maasse nach gegebenen nothwendigen StQcken des Dreiecks die^ 
Übrigen, gleichfolls ihrem Maasse nach, zu berechnen, ohne dabei 
ii^nd welche Fignr zu zeichnen, oder nur vor sich zu haben. Die 
dazu dienlichen Lehren tragen den INamen der ebenen Trigono- 
metrie. Man übersieht leicht, dass es dabei überhaupt auf das 
Verhalten der Winkel eines Dreiecks gegen die Seiten desselben 
ankommen wird, so dass dieses Verhalten den ersten Gegenstand 
der Untersuchnng abzugeben hat. Nun lehrt schon die Geonsetrie, 
dass Dreiecke, deren Seiten einander proportional smd, dieselben 
Winkel haben; es Hegt somit in der Natur der Sache, dass dasVer- 
halten der Winkel gegen die Seiten nicht bedingt seyn kann durch 
die absolute Länge der Seiten, sondern blos abhängen kann 
von dem Verhältnisse der Seiten gegen einander, als wel- 
ches sich in ähnlichen Dreiecken nicht ändert. 

Betratshten wir nun einen bestimmten Winkel, so ist er, seinrai 
Maasse nach, durch Grade, Minuten, Sekunden u.s.t gegeben, 
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4 Entor AbMbnitt.' ^ 

während die Seiten, ihrem Maasse nach, durch Ruthen, Fuss a. s. w. 
gegeben werden. Beide Maasse haben aber ketnerle! Beziehung zu 

einander, und es kann niclit das eine in das andere verwandidt wer- 
den. Es ist daher auidi klar, dass man keinen Ausdruck der Winkel 
durch die Seiten in dem Sinne suchen kann, dass man das Maasi» 
der einen aus dem andern findet; yielmehr wird man zunächst Be- 
ziehungen feststellen mftssen, die unabhängig sind von diesen Maassen. 

Irgend ein bestimmter Wmkel, den wir kleiner als einen rechten 
annehmen, kann in einem beliebigen ]>reiecke liegen; das för unsere 
Betrachtung bequemste ist aber das rechtwinklige: wir werden das- 
selbe desshalb auch als Ausgangspunkt unserer Untersuchungen 
Wählen. Da im schiefwinkligen Dreiecke schon Winkel vorkommen 
kflnnan, die grösser als ein rechter sind, so werden wir unsere Un- 
tersuchnngen auch über solche Winkel ausdehnen müssen, und es 
liegt in der Natur der Sache, dass wir sofort beliebig grosse Winkel 
XU betrachten haben. Dadurch wird die ganze Untersuchung losge- 
schält von der speziellem Trigonometrie, und trägt, als besonderer 
Zweig der Wissenschaft, den Isanien Goniometrie, mit der wir 
uns nun zunächst beschäftigen wollen, indem wir sofort zum eigent- 
lichen Gegen stände unserer Behandlung übergehen, welch letztere 
die Sache wohl besser aufklären wird, als eine allgemeine Betrachtung. 

§•2. 

Sey A ein Winkel in dem rechtwink- 
ligen Dreiecke ABC, dessen Hypothenuse " 
AC und dessen Katheten AB und BC S'^ 
sind, so heisst man: 

den Quotienten der dem Winkel A 
entgagenstehenden Kathete BC dnrch 
die Hypothenuse AC den Sinns des Winkels A und setzt desshalb: 

wnA=?^; (1) 

den Quotienten der dem Winkel A anliegenden Kathete AB durch,^ 
die Hypothenuse AC den Cosinus des Winkels A und schreib^ 

cosA = j^. (2) 

Die Grossen slnA und cosA sind somit ihren Werthen nach 



Ä 



^^^^ ** 


1 

! 

r-4 


i 
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immer kleiner als 1, da die Kathete immer kleiner aU die Hypu- 

thenuse ist. 

Ferner pflegt man die Quotienten 

sinA , cosA 

r und . . 

cosA smA 

gewöhnlich durch tgA und cotgA za bezeichnen, 'und heisst sie 
Tangente von A und Gotangente von A. Man hat also zurEiUämng 
dieser Grossen: ^ . 8inA . cosA 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt aber unmittelbar: 

tgA = ^, cotgA=-, (4) 

d. h. es ist tg A auch gleich der entgegenstehenden Kathete BC, 
dividirt durch die anliegende AB; cotg A gleich der anliegenden 
Kathete AB, dividirt dnrch die entgegenstehende BC* * 

Man wird gut thun, sich diese Fnndamentalerkläinngen genau 
einzuprägen, da natürlich das Verständniss alles Uebrigen darauf 
ruht. *♦ 

Es ist nun vor Allem ersichtlich, dass der Werth von sin A (und 
cosA) als blosse Zahl erscheint, indem er nur das Verhältniss 
von je zwei Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ausdrückt,, welche 
Zahl auch immer < 1 ist. Von der L&nge eines Sinus ü. s. f. zn 
reden, hat also kernen Sinn. Dass dasselbe filr tgA und cotgA 
gilt^ ist durch unsere Erklärung' deutlich. Eben desslialb hängt 
aber der Werth von sin A u. s. f. nicht von der Länge der 
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ab. Verlängert man 
etwa die Seiten AC und AB, welche den Winkel A bilden und ist 
DE senkrecht auf AE gezogen, also parallel mit BC, so ist be- 
kanntlich: BC_DE AB_AE 

. AC ""AD* AC" AD' 



* Es versteht sich vohl von selbst» dass wenn von der Division sveier Seiten 
eines Dreipcks die Rede ist, dabei die Division der die Langen diMor Seiten ans- . 
drfldcenden Zahlen verstanden -wird, veldies aneh immer die Einheit sey» in der 
diese Liagen ausgedruckt werden. , 

•* Man päept zuweilen die Brüche - ~ , — — als st cante und cosecante von 

cos A sin A 

A, so wie 1 — cos 1 — sin A als sinus versus und cojsinus versus von A aufzu- 
füluren, was wir jedoch unterlassen haben. « 



Digitized by Google 



Erster Absctiuitt. 



man kaim alsQ mit demselben Rechte sagen, es sey , 

. , DE . AE 

wie man in (1) und {'2) diese Grössen erklärt hat, d. Ii. niun kann 
statt des Dreiecks AHC das Dreieck AED zur Krkläruni; von sinA 
und cosA Wälllea, ohne daUurch eine Ver&chiedeulieit ia diese Kr- 
klflnmg zn bringen. 

Baraos folgt auch ganz mimittelhar, dass irgend zwei recht- 
witiklige Dreiecke, die denselben Winkel A enthalten, znr Erklä- 
rung von sin A und cosA in der angegebenen Weise benfttet werden 
können, indem sie ähnlich sind, d\>o tiir die betreffenden Quotienten 
dieselben Wertlie geben. 

Die vier Grössen sin A, cosA, tgA, cotgA werden wir zuweilen 
trigonometrischeFunktionen* oder anch trigonometrische 
Brüche nennen, wenn gleich ngoniometrisch'' das richtigere Wort 
wäre. 



Fiff.l. 




§.3. 

Aus den Erklärungen des §. 2, nämlich^aus 
den Gleichungen (1) und (2) erhält man, wenn 

man die Quadrate von siu A und cos A mit 
iiin'A, cos'A bezeichnet: 

. , . BC^ ,^ Ali' 

^^^Äcr-'^'^=Ac^' 

woraus folgt: 

sm'A+C08'A = ' 

Da aber nach dem pythagoräiachen Satze: 

BC»-hAB»=AC*, 
so ist dieser Quotient^ 1, also hat man för einen WmkeiA immer: 

sin'A+cos^V^ 1. (5) 
Wir setzen dabei natürlich A < 90" voraus. Hieraus ergibt sich 
wieder, dass weder sinA, noch cos A je grösser als 1 seyn kann. 

* Unter Fmiktion versteht man in der Mathematik überhriupt eine Gnlsse, 
deren Werth vom Warthe einer andern abhängt und sich also mit letzterm ändern 
wird. Da nun die Grftssen »in A, cosA, tgA, cotgA so beschaffen sind, dass ihre 
Warthe rem Warthe des Winkels A abhAngen. so cind sie Fmiklioneu dieses 
Winkels. 
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Mnltiplizirt man die GleiebDogeii (3) mit einander, ao efWInan; 

, . , . ßinA.cosA 
tgA.cotgA?= T — 

cosA.smA 

d.h. tgA.cotgA=l, (6) 

als Beziehung zwischen tg und cotg eines Winkels. Die beiden 
Gleichungen (5) und (6) nebst (3) geben die Beadehongen der vier 
Grossen sinA, oosA, tgA» eotgA gegen einander an. Da ftbrigens 
(6) ganz unmittelbar aus (3) folgt, so bestehen im Gmnde nur die 
drei Gleichungen (3) and (5), so dass also, wenn eine der vier tri- 
gonometrischen Funktionen bekannt ist, die drei andern daraus 
gefunden werden können, welche Ai^abe wir nun ^zunächst lösen 
wollen« 

§.4. 

1) Sey unA bekannt. 

'Aus (6) folgt: ^ 

' cos*A=sl — sui'A« cosA= Vi — sin'A. 

Aus (3) ergibt sich; 

^ m . sin*A sin'A , . ' sinA 

tg'A= — rT=i r-2-T>*gA = ^^ 

^ cos'A l—sm'A'^ Vi— 8in*A 



5. cos'A 1 — sin'A ^ Vi — sin'A 

cotg A = . = r-rr — , COtg A ==.^ .j i i ''- 

sm'A 6m*A ^ ' sinA ' 

2) Sey cosA bekannt 

Aus (5): sin'A = 1 — cos'A, sinA = Vi — ooä*A. 

Aus (3); 

sin'A 1— cos'A , Vi —«WA 
tg'A= — rT= l A -» tgA=-^^ r , 

cos A cos*A cosA 

^ m . C08*A cos'A , . cosA 

«o<«^=7TnT=^i — ::rrrT, cotgA= 



sin'A 1 — cos^A' ^ Vi— cos' A 
3) Sey tgA bekannt: 

1 

Ans (6) folgt: , cotgA=^^. 
Aus (3) ergibt sich: 

sin'A sin'A 

^ ^"^^^ra""! -sin'A' 
also (1 — sin'A) tg'A = sin' A, tg' A — sin' A . tg'A = sin'A, 

tg'A==8m»A+sin'Atg'A = sin'A(l + tg»A), 

tg'A t^A 

1 + Vl + tg'A 



1 
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Ebenso: 



tg'A = 



fiMt»r AUebnitt. ' 

sin'A 1— cos'A 



cos*A co8*A ' 
cos'A . tg' A = 1 — cos' A, cos* A . tg' A+cos* A = 1, 

co8'A(tg^A+l) = l, co8'A= ^ 



cosAss 



1 



tg*A+r 



4) Sey cotgA bekannt. 
Ans (6): <;gA= 
Dann aus (3): 



cotgA' 



cos ^ \ sin ^ A. 
cotg'A = -T-TT= — ^-n — t 8iD'A.cotg*A = 1 — sin'A, 



woraus 



8iii»A(l + cotg*A) = l, 



8inA = 



cos'A» cos ' A 
cotg * A = -rrr = i — — tt» co^ß — cos * A . cotg ' A = cos ' A, 
® sm'A. 1 — cos'A 

cotg^ As= cos' A (1 + cotg' A), 

A cotgA 
cosA = — ° — , - » 

Vi H- cotg' A 
Man bemerke etwa noch, dass immer : 

C08A.tgA=sinA, 8mAcotgAs=G08A. 
Der üebersiclitliclikeit wegen wollen wir die erhaltenen Besnltste 
in eine Tabelle ordnen. 



sin A = 


cos A = 


tgA = 


cotg A = 




i 


sinA 


Vi — sin^A 


Vi— 008* A, 

tgA 


Vi— sin» A, 

1 


Vl-sin'A' 

Vl-cos*A 


sinA ' 
cosA 


Vl+tg'A' 
1 


Vi+tg^\ 

cotgA 


cosA 1 * 
1 


Vl — cos'A 
1 


Vl + cotg*A 

« 


Vl+cotg'A 


cotgA' 

5. 


tgA' 



, Immer unter der Voraussetznng, der zu betrachtende Winkel 
sey klemer als ein rechter, wollen wir uns nun die Frage stellen, in 
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welcher Weise der Sinus eines Winkels sich ftndert, wenn der Winkel 

sich ändert. 

Seyen BGA, DCA zwei verschiedene Winkel, 
urd zwar 

DCA > BGA. 

Mi ziehe BE, I)F senkrecht auf AG, indem 
man zuerst um G mit AG einen Kreis beschrieben ; 
verlängere BE, BF, bis sie den Kreis in b und d 
wieder treffen, ziehe Ob nnd Cd, so ist bekanntlich:. 
BE=Eb, DF = Fd, DGA=ACd, BCA=ACb. 

Nun ist (§.2); 

sinBCA = ||, sinI)CA=^: 

ferner Dd = 2DF, Bb = 2BE ; DF = ^ IM, BE = JBb, 

also sinBCA = t. j^-^„ sinDCA = |. — . 

Da aber DCd = 2DCA, BCb = 2BGA, so ist auch DGd > BCb, 
also nach einem bekannten Satze: 

Dd > Bb. 

Da endlich BC = GD, so folgt hieraus, dass 

Dd Bb jDd Bb 
CD'^BG' 'CD^W 
d.h. sinDOA>sinBGA. * 

Man schliesst hieraus, dass zu einem grössern Winkel auch ein 
grösserer Sinus gehöre, oder dass der Sinus eines "Winkels Avachse, 
wenn der Winkel wächst^ mithin auch abnehme» wenn der Winkel 
abnimmt. 

Sind also die zwei Winkel A nnd B, beide unter 90^ so be- 
schaffen, dass B > A, 
80 ist aoch sinB > sin A. 

Da nun: cosB = Vi - sin^B, cos A = Vi — sin*A, 
und sin*B > sin* A, also 1 — sin*B<I — sin'A,* 

so ist mithin; cosB < cos A, 

d. h. der Gosinus eines Winkels nimmt ab, wenn der Winkel wächst, 
und nimmt mithin zu, w6nn der Winkel abnimmt. 

* Da sin' sin' A, so wird, wenn man Von 1 zuerst sin'B, and dann auch 
sin' A absieht, das erstemal melir abgezogen ab das sweite, «o dass treniger Übrig 
bleiben muas, nitliiii 1 — sin'B < 1 — sin' A ist. 
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Endlich ist ^ sinB ^ sinA 



cosB' * "~fso«A' 
und da - amB > sin A, cos3 < cos A» 

80 ist tgB>tgA, ♦ 

d. h. die Tangente eines Winkels wächst» wenn dej: Winkel wächst. 
Ganz eben so ist cotgB < cotgA, 

so dass die Cotangente abninunt» wenn der Winkel wächst. Alle 
diese Sätze lassen sich leicht geometrisch nachweisen, wie der eiste» 
was jedoch der eigenen üebnng llberlassen bleiben mag. 

Anmerkung. Win dw HstaMMr An KieiaM, AC ^ 1, m wie« eflinbar 
sinBCA s BE, «inDCA = DF, cotBCA s CE» cmDCA = CF, vobei wir «bflnmi 
nicht etwa den sin oder eot nli Ifingen vonteilen dttifm ^.2)» vioimelir ist hie- 
durch nur geingt, dSM s. B. die Zahl, weldie dto Liqge von BE niitit» wenn AC 
s= 1, logleifilk dem ifak BCA gleich aejC 

§.6. 

Die beiden Winkel A und C betrage zu- ^^»^ 

sammen 90**; man hat also 

C=:90«-A. 

^anist(§.2): 

. . BC , AB 
smA=^,co8A=.^; 

. ^ AB ^ BC 

Daraus folgt unmittelbar, dass 

sin C = cos A, cos C = sin A, 
d.h. sin(90^ — A) = co8A, cos(90<»— A) = sinA. (7) 




sinB lin A 

* Venieicht man die Brüche — =r nad r» so iit der ZShler dei ersten 

ooeB eosA 

grosser als der des sweiten, wihrond der Nenner des ersten kleiner als der des 
«weiten ist. Wären die Nenner gleich, so müsste der erste Brach schon grösser als 
der sweite seyn, da mit wachsendem Zähler ein Bmch wichst; d.h. man hat 

sinB^ sinA 

cos A cos A' 

Schreibt man aber hier noch im ersten Bruche cosB für cos A, so hat man den 
Nenner desselben noch vermindert, wodurch der Bruch abermals in seinem Wcrthe 
erhöht wurde, so dass in höhenn Grade 

sinB ^ sinA 
cosB'^eoeA 

ist. 
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Die DiyiaicNi beider Gleichungen gibt sodaim: 

tg(90*— A) = cotgA, cotg(90«— A) = tgA. (70 

Man hat also auch: 
8in'A + sin'(90° — A)= I, cos^\ + coß'(90° — A) = 1, 
tgAagCOO*» — A)=l, cotgA.cotg(90'»— A) = l, 
wie sich ans (5) und (6) findet. 

Es ergibt eich hieraus» dass wenn man die trigonometrisehen 
Fonktionen der Winkel unter 46* kennt, man sofort die der 'Winkel 
. über 45* erhalten wird. 

Sind z.B. sinSÖ", cos36°, tg36^ cotg36^ bekannt, so ist, da 
• 36'»+ 54'' = 90°: 

sinö4'* = cos36^ cos 54*» = sin 36 ^ tgö4» = cotg3()», . 

cotgö4*=tg36". 

Allgemeiner ist: 

sin (45 '^+A) = cos (45'' — A), cos (45« + A) = sin (45* — A), 
tg(45*+A) = cotg(46*— AX cotg(46*+A) — tg(45*— A), (8) 
wenn A unter 45* ist, da ja 45*-|- A und 45* — A zusammen 90* 
betragen. 

Für einige spezieHo Winkel ist es leicht, die zugehörigen trigo- 
nometrischen Funktionen zu erhalten, wie wir diess nun zeigen 
wollen. 

§.7. 

Bereits in §.5 haben wir gezeigt, dass der sin A abnehme, 
wenn A abnimmt. Denken wir uns nun, der Winkel A werde immer 
kleiner (in der dortigen Figur 3 nehme BGA immer mehr ab) und 
nähere sich der Grösse 0 unbegränzt (BC nShere sich der AG), so 
wird offenbar der sin A sich ebenfalls der 0 nähern (BE wird immer 
kleiner) und zuletzt verschwinden, so dass man haben wird : 

sinO° = 0. 

Vermöge §. 4 folgt hieraus: 

cosO*=Vl-0« = Vl==:l, tgO*=f=0, cotgO*=l = oo.* 

* Das Zeichen oo bedeutet keine Zahl mehr» londern zeigt nur an, diM 
eotgO" giOBMr M7 ab Jede aagebbare, andi noch so groiie Zahl. Wihlt man nini- 

Beb den Braeh and llsit a immer kleiner veiden, lo vird lein Werth immer 

gfOtier, nod voltte man a = 0 eetien, to wftrde man ehen dadurch anieigen, dass 
man Utor aUe Gr9ssensehraoken hinausgegangen sey. 
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Da 0*+90« = 90*, BO folgt hieraus nach (7) in §. 6 Aogleich: 
8m90« = cos0** = l, C0890* = ßin0* = 0, tg90* = qotg0*= oo, 

C0tg90°r=t?0»r.r0, 

was Hiaii leicht aucli ans der Figur entnohnien kanu. 

Stelle ferner ABC ein gleichseitiges Drei- 
eck vor, in dem also jeder Winkel gleich 60**: 
sey ferner CD senkrecht auf AB, so ist BGD 
= 30*, nndalso 

sinJBCD = sin30<»=^. 

Kun ist BD = JAB=r^BC, also 

Hieraus folgt nach §.4: 

cos 30° = V 1^-- V J^W 3, tg 30° = = Vi 

cotg30*=V3. 
Sodann nach §.6: 

8in60« = 4V3, cosOO'^^t, tg60* = V3, cot«60*= Vf 

Ist endlich AJiC ein gleichschenklich recht- 
winkliges Dreieck, also ^iB = BC, so ist A = 
45°, mithin 

und dann nach §.4: 

1 1 

sin 45*»= * 



nff.6. 



Vi+T V2 

1 



=Vi cos 45°= 



1 



VT+T , A 




= y2 = Vi.C0tg4ö° = l=:l. 

Man kfinnte diese p^rmeln auch in anderer Weise erhalten. 
Aus (ö) nämlich folgt, dass (wenn dort A = 0) 

sin 45 ° = cos 45 °, tg 45 ° = qotg 46°. 
Also aus (5) und (6), wenn A = 4ö°: 
8in»46*'+8in*45«=l, 28in»46»=l, sin«45«=i, sin 46" = Vi» 
tg4ö«.tg45" = I, tgM6«= l^g45«= 1. 

§.8. 

Seyen a, b zwei Winkel, jeder kleiner als 90* und deren Summe 



Digitized by Google 



GrandsAUe der Goniometrie. 



13 



lif.?. 



selbst kleiner als' 90* sey. Sey ferner DC 
senkrecbt «if AC, OB senkrecht anf AB, DE 

senkrecht auf AK und CF parallel AH. 

Man wird nun leicht nachweisen können, 
dass auch CDF = a. Der Winkel BAD ist = 
a+b, und man hat zugleich CF = BE, EF 
= CB. Hieraus und dem, was wir im Vor- 
stehenden gesehen, ergibt sich unmittelbar die 
Richtigkeit folgender Gleichnngen; 
• ( I , V PE_D F + FE _D1 -f-Cii_DF CB_ DF.DC 
sinia-|-b; — — AD "~AD'^AD~AD.DC 



7) 


/ 














i 



£ 



Aber es ist 



CB . AC _ DF DC CB AC 
AD. AC "~DC ' AD~^ AC * AD* 

DC 



DF DC . ^ CB . AC 

^ = coßa, — =smb,^ = sma,^=:cosb, 

also sin (a + b) = cos a . sin b sin a . cos b, 

oder sin (a + bj = sin a. cos b-|- Cosa, sin b. (9) 

Eben so ist 

AB_CF_AB AC 
AD AD^ACAD 



, , AE AB— BE AB — CF 
cos(a+b) = ^ = — ^^ = — jgp-: 



CF CD . . 

— CD ' ÄD ^ »* — sm a. smb. 



d.h. cos (a -f- b) = cos a . cos b — siua.sinb. (10) 

Aus diesen Formeln zieht man (§. 2): 

sin (a-|-b) sin a cos b •-)- cos a sin b 

cos (a -f- b) cos a cos b — sin a sin b* 

Dividirt man hier Zähler und Nenner durch cos a. cos b, so er- 
gibt sich: 



1«(a+b) 



tg(a + b)=: 



sin a sin b 
cos a cos b 



1 — 



sina sinb * 
cos a* cos b 



d. h. da = 

Cosa 



sinb 
® * cosb ^ 



tg(a+b) = .*«*+^,V (ll) 
.6\ I / 1 — tga.tgb ^ ^ 
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Dessgleichen 

tM( _i_hi — — ^^-^i^ — ^'^^^^^ — sinaslnb 

sinfa-f-b) sinacosb-f-cosasinb' 

und wenn man Zähler und Isenner durch sina sinb dividirt 
cotg(»+b) = -VT-T^^- — (12) 

• Die vier Formeln (9) — (12) geben die trigonometrischen Funk- 
tionen eines zusammengesetzten Winkels durch die der einfachen. 
So erhält man (§.7): 

sinTö* = sin(30»+46») = sin 30« cos 46«+ cos 30* sin 46'» = 

^Vi + iV:^.Vi = ^VKi + V3) = coRi5«, 

cos 75°=:cos(30"+45'^;r=iV3.V/i — i.Vi = iVi(V^^-l) 
= 8inl5^ 

tg 76* = YZ^, = =^^^ ^ ' (wcnnman Zahler - 

und Kenner mk 1 + V 3 multiplizirt), =t(l+2V3+3) 

= 24-v:i 

cotg76*=-:^r^q21 ^KVS—l)' (wenn man Zähler nnd Ken<> 

nermit V3 — 1 multiplizirt) = U3 — 2 V .3 + 1) = 2 — V3. 
. Im Seitherigen haben wir bloss Winkel betrachtet, die unter 
90* liegen; eine solche Beschränkung entspricht aber nicht einmal 
den Bedttrfoissen der Trigonometrie , * geschweige denn überhaupt 

den Bedürfiiissen einer weitem Anwendung dieser Lehren. Auch 
drängt uns die Theorie ganz unzweifelhaft zur Untersuchung, be- 
züglich Erklärung der trigonometrischen-l'^unktionen von Winkeln, 
die Clber 90*» hinausreichen. 

Anmorknag. ' Hie Seite des regehnaiiifeii Zehnedce im Kxeise vird be- 
kaimtlieh eiliaIlMi,'weiin man den Haibmeiser so in nrei Theile theiH, dass der 
grtesere Abschnitt die mittlere geometrische Proportionale ist xwischen dem Uei- 
nern Theile und dem ganzen Halbmesser. Ist also r derHalbnesseri x der grftssere, 
mithin r — z der lüeinere Theil, so liat man 

r(r — x) = X*, r* — ni = x% x* -|-ix = r', 

woraus folgt: 

n welcher Oleichang jedeeh mir das obere Zeiehea ndSssig ist, da x positiv seyn 
auiBs. Seilte also in Fig.3 bB die Seite des regetanSssigen Zehneeks, BC = r der 

EUbnesser aeyn, so wäre EB = {bB = 1(1/1^1), «ndderWfaikelBCb s 86% 

also BCA = 18% und man hitte 
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BE 

sin 18« = = A 5 _ 1) ^ cos 72" f ^. 6). 
eis 



wonii» cotiy = Vl^j^ (Vg^l)» = tVl6~(ft--2Vft-i-l) 

^ a iVlO+aVft = da 72*. 

BSerauB folgt: 

Illi48*= cos42"^sin(30"-(-18") = sin 30" eoi 18"» -j- cot 80* sin 18» 

= iVlÖ-|-2V5-i-A(VlÖ-V3), 
co>48» =s Bin 42'> = cos (3 0» -j- 18^) = cos Wco» 18»— »Iii 80" Bin 18» 

= äV30-|-6 V5-|(V6-1). 
In fthnlicher Weise erhält man : 



sin 36* = sin (18« 4- 18") ^{VlO — 2V5 = cos 54", 
cos 36" = cos (18" -f 18") ^ }(! -f V 5) ^ sin 54*', 
sin 63" = sin (45" -f 18") = { V h-\-Vb -{-{ V i (V 5 — J) = cos 27", 
cos 63" = cos (45" H- 18") = J V 5-i- V 5 — J V ^ ( V 5 — 1 ) = sin 27* 
iia78« = sin (60"4- 18") = ä V 30 + 6 V5 -h^(V 5 — 1) = cos 12". 
owW = eM(60<*+ 18") = ä V 10 + 2 V5 - |(V15 — V3) = iänm 
Ifaui keurt also Jetik dMi tin und oo« (alfo «ddi tg und eotg) von 0*, 12*. 

15% 27% SO» 36» *»• 48*. 84*. CO«, 88«, W, 78* 78* 90». 

mtlMB Wiakaln Hiidtn rieh die tilfoaoiMlritcliMi Fnaklionflii magßgtlmk 

in d«r Anmeriamf so |, 12. 

§.9. 

Ist ein Winkel zwischen 0** und 90**, so wollen wir %agen, erliege 
im ersten Quadranten, ist er swisohm 90^ und 180^ im zwei- 
ten; im dritten Quadranten soll er Hegen, wenn er zwischen 
180* und 2*10* enthalten ist^ tmd endlich im vierten, wenn er 
zwischen 270** bis 360* liegt. Bezeichnet a immer einen zpitien 
Winkel, der also zwischen 0^ und 90^ liegt, so kann man einen Winkel 
bezeichnen, wenn er liegt : • 
im zweiten Quadranten durch 90 ^-j"^ o^®^ ^^^^ — ^ 
«dritten „• „ 180« + », „ 270*» — a, 
„ vierten „ „ 270® +a, « 360®— a. 

Wir wollen nun das Verhalten der Winkel in den vier Quadran- 
ten etwas genauer untersuchen. 

Sey ACD = a ein Winkel < 90®, 
also im ersten Quadranten, CH senk- 
recht auf AB, HCE==a, so ist ACE 
= 90 -f" also ein Winkel im zwei«: 
ten4teadmt«n.. . 

. Wollen wir sina und cos a haben, ^ 
so mttssen wir von einem (beliebigen) 
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Punkte D der Seite CD aaf die SeiterGA die Senkrechte DF fällen; 
alsdann ist (§. 2) 

DF CF 
suia= — , cosa= — . 

CD' CD 

Wollen wir nun eben so den sin (90° 4"^) oder cos(90**-|"ft) 

haben, so müssen wir von der einen Seite (C£) dieses Winkels aas 

aaf die andere (AG) eine Senkrechte (£0) fällea, wozu nothwoidig 

ist, dass wir die Seite AG zuerst gegen B hin verlängern. Alsdann 

FC CG 
wird der Bruch ^ den sin (90°-|-a), der Bruch den cos (90°-j>a) 

ausdrücken können. Was nun ziinaclist den letztern anbelangt, so 
ist CG entgegengesetzt gerichtet in Bezug aufCF, was wir dadurch 
anzeigen wolleu, dass wir sagen, der cos(90°-|-a) sey negativ, 

••'»^■^ cos(90« + a) = -§|. 

Der sm(90^-f-a) dagegen wird positiv seyn, da EG eben so 
gerichtet ist, wie DF. Man kann diese Beziehungen auch so erken- 
nen: Denken wir uns, der Winkel ACD wachse gegen 96*, so nimmt 
(§. ö und §. 7) sein cosinus ab bis zu 0, was geometrisch dadurch 
ersichtlich ist, dass der Punkt F gegen C hin rückt. Lässt mau 
aber dann den Winkel über 90" hinauswachsen, so wird der Fuss^ 
ponktF immer noch in derselben Weise fortrücken, somit der cdsinas 
immer noch abnehmen; da er nun bei 90* schon 0 war, so moss er 
Uber 90* hinaus negativ werden. 

Man mache nun CD = CE, so ist leicht ersichtlich, dass auch 
CF=^EG, DF = CG (indem die Dreiecke FCD und CKG kongruent 
sind wegen DCF = CEG = a, CD = CE, DFG CGK = 90°). . 
Also ist 

sin(90» + a) = +|J = + ^ = + cusa, 

/OAO I ^ OG DP 
co8(90'' + a) = -^ = -^ = -8in«, 

woraus durch Division leicht dieFormeln für tg(90°-4-a), cotg(90°-J-a) 
folgen. Man hat also: 

sin (90° + a) = + cos a» cos (90® + a) = — sin a, tg (dO'' + a) rs 
sin(90° + a) cosa 



cos(90*H:-a) --sina 



= — cotg a, cotg (90° 4" a) = — tg a. 
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Ist b<90^ so ist 90« — b auch < 90° und >0^ ae«st 
also liier a = 90 • — h, so sind diese Fonoeln noch richtig. 

Unter beachtong der Formehi (7) erh&It man nun/ wenn as= 
90«— b, also 90«+a= 180»— b: 

sin ( 180* — b) = + cos (90* — b) = -f sin b, 

* cos (1 80<» — b) = — sin (90° — b) = — cos b, 

ig (180° — b) = — cotg (90" — b) = — tg b, 

cotg ( 1 80 ^— b ) = — tg ( 9 0 " — b) = — cotg b. 

Setzt man b = 0 und beachtet §. 7, so erhftlt man: 

^180*=:+8m0« = 0, COSl80»=:— €ÖSO«« — 1, 

tgl80*s=: — tgO*=:0, C0tgl80*=:— COtgO* = — «P. 

Sey wieder ACD = a, kleiner als 

90°, ECB = a, so ist xVCE = 180° + a 

ein Winkel im dritten Quadranten, 

EG 

Sein sinns wQrde also durch sein 



CG 




Cosinus durch aaszudrücken seyn, 

wenn EG die Senkrechte von der einen 
Seite £C des Winkeis auf die (ver- 
längerte) andere Seite AC ist. Ganz 
wie vorhin erhellt wieder, dass jetzt der costnns ebenfkUs negatir, 

und der sinns gleichfalls negieittv seyn wird, indem EG von entgegen- 
gesetzter Richtung ist als DF. Man kann sich diess auch wieder in 
ähnlicher Weise erklären. Hat man den Winkel ACE der vorigen 
Figur bis 180° wachsen lassen, so ist E immer mehr gesunken, also 
gegen AB gelangt; lässt man den Winkel nun über 180° hinaus- 
gehen, so dauert diese abwArts gehende Bewegung offenbar fort, 
ond der sinus nimmt folglich fortwährend ab. Da er für 180* schon 

0 ist^ so wird er darüber hinaus negativ. Mithin 

J^C* f G 

sin(18p°.+ a) = ~gf , cos(180«+a)=:-gg. 

Sey nun CD = CE, DF und EG senkrecht auf AB, so ist auch 
CG = CF, EG = DF, also 

sm (180*+ a) = — = — ^ = — sma, 
eirf (180»H- a) = - ^ = _ ^ = - CM( », 



IB 



lo dm man hat: 

8m(180»+a)=n— rina, coi(18ö"4-a)=:— coaa; tg(lW»4-a) 

cotg(180»+a)=+cotga. 

cos(180 -|-a) ' — Cosa 
Setzt man abermals a = 90° — b und ist b < 90*, so erhalt man 
(§. 6), da jetzt 180" + a=:270* — b; 

m (270*— b) = - »in (90* ~ b) = — cos b, cos (210* — b) = 

— CO« (9(y* — b) =r — «in b; ig (270* — b) = + cotg b, 

<?otg(270»— b)=+tgb. 

Settt man hier bss 0, so iat: 
8in270*=:— 8m90*= — 1, co«270P=— caa9ö'=0, 

tg 270" = 00, cotg 270'' = 0. 
Sey endlich ACD = JCE = a, so ist 
ACE = 270° + a ein Winkel im vierten ^ 
Quadranten und aas denselben Grjänden» 
wie wir sie nun gentigend ans einander ge- ^/^ 
setzt, wird man setxen müssen: — — 

EG , V 



sin(270'+a) = 
cos(270»+a) = + 



CG 
CE' 




Sey wieder CD = C£» so ist auch . DF = CG, £G = CF, also : 

CF * ' 

»in (270« + a) = — ^ = - CO» «, 

Wt (27(y +») = + ^ = + «n 

SO dass man hat: 

sin (270° + a) = — cos a, cos (270'' + a) = + sin a; 
■ tg (270* + a) = — cotg a, cotg (270» + a) = — tg a. 
Setzt man auch hier a = 90* ~ b, b < 90*, so ist: 
sin (360* — b) = — sinb, cos (360* — b) = + cos b, 
tg(360^-^b)= — tgb, cotg(360^— b) = — cotgb. 
FQr b = 0 sieht man daraus : 
8hi36a* — 0, cos360*s= + l, tg360'=0,colsg360*= — 

* Di» MtiMi tg ud eqtg kSamn, irl« Umou Mtk «glM, tdhit utiidlieli 
giww Waffllw iiBt H rt" In Hhng auf dM VeraeidieB ist jedoch noch das Fol- 
pmi» n b«nMken. Wir haVm oban (ftfluidm, dSM i.B. tg 270* s -h«0; 
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Wfiide man die Winkel Aber 360^ fainans wimAm lassen» so ist 
klar, dasB fttr den Winkel 360*+ A und mr den Winkel A dieselben 
trigonometrischen Funktionen zum Vorschein kommen werden, was 
auch Asey. Dessgleichen, wenn ein Winkel = 2 . 360'' -(-A, 3.360* 
+ A, . • . . , allgemein = n . 360**+^ Demnach 

«iii(n.360''4-A)=«inA, co8(n.3eO»+A) = coiA, 
tg(n.36a»+A)=tgA, catg(n. 360^4- A)=:eotgA. 

Man kann diess Offi^nbar auch so ausdrflcken, das« man sagt: 
Wenn man die trigenometrisehen Funktionen eines Win- 
kels suchen will, so kann man von diesem Winkel, in so 
ferne er grösser seyn sollte als 360^ so viele Male 360** 
weglassen, als diess überhaupt möglich ist. Es mag von 
Interesse seyn, die so eben erkaltenen £if ebnisse ttbersichtlich zu» 
aammen zn stellen. Was zuerst die Votzeiclien anbelangt, so ist im 



ersten Quadranten 
zweiten ^ 
dritten „ 
vierten ^ 



sin = -f, cos = +, tg = +. cotg = +, 

Ferner, wenn a < 90": . 

^ sin(90* — a) =+ooBa, cos(90*— a) = -H8ina, 
tg(90*— a) = -f cotga, cotg(90^— a) =+tga, 
sin (90" + a) = + cos a, cos (90** -(- a) = — «na, 
tg (90» + a) = — cotg a, cotg (90°+ a) = — a, 
sin(180» — a) = + sina, cos (180° — a) = — cosa, 
tg(180»— a) = — tga, cotg(180»— a) = -^cotga. 



(13) 



aber setzten wir rorans, dass m&n zum Winkel 290* dadurch gelange, das« man 
einen kleinem Winkel wachsen lasse. Würde man zn 270*^ in umgekehrter Weic« 
gelangen, so würde aus tg (270" + a) = — cotg a für a = 0 folgen tg 270" = — 
cotgO** = — 00. Man wird hieraus leicht die Richtigkeit folgender SÄtsse erkennen: 

tg 90» ^ + oc, cotg 180" ^ + , tg 270" = ± OD, cotg 360" = + QC, 
worin das obere Zeichen gilt, wenn man 7ai dem betreffenden Winkel gelangt, in- 
dem mau einen Winkel aus dem vorhergehenden Quadranten wachsen lässt; das 
untere dagegen, wenn man einen Winkel aus dem nachfolgenden Quadranten ab- 
nehmen läsfct. Wenn man wül, kann man damit die folgenden Gleichungen rer- 
binden: . 

eoiM*«:+0, eotg9b<*rs+0,si]il80*' = ±Ot tgl«l*c=i:o, coatfO^^^O, 
M4g2im« = ±0, sin 360» = +0» tgSOO^ = +0, 
Bedingungen gelten. 

2» 
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ftui(180'i-a) = — sina» C08(180°+a) = — co»«,i 
tg(180*+») cotg(18a»4-a) =+cotgB, J 

sm(270*— ä)s= — Cosa, c<»(270^ — a)s=— Bina,! 
tg(270»— a)== + cotga, cotg(270^~a) = H-tga,\ 
sin (270*' + a) = — Cosa, cos (270" + a) = + sin 
tg (270° + a) = — cotg a, cotg (270"+ a) = — tg a J 
sin (360** — a) = — sin a, cos (360** — a) = -|- cos a, 
tg(360"— a)=: — tga, cotgCaeO"*— a) = — co^[a. 

Ist A irgend ein beliebiger Winkel, so ist ferner: 

sin (n . 360" + A ) = sin A, cos (n . 360' + A) = cos A, 

tg(n.360" + A) = tgA, cotg (n . 360" + A) = cotg A. (14) 

Anmerkung. Die in den Formeln (13) enthaltenen Sätze lassen sich leicht 
im Gedachtnisse behalten, wenn man beachtet, dass man jeden Winkel, der in 
einem der rier Quadranten liegt, in doppelter Weise bezeichnen kann, indem man 
von der untern oder obern Gränze des Quadranten ausgeht. Ist nun bei dieser Be- 
zeichnung 90* oder 270" mit in Rechnung, so geht der sin in cos, cos in .sin, tg in 
cotg, cotg in tg über; ist dagegen 180^ oder 360" mit in Rechnung, so geht sin in 
sin, 008 in cos, tg in tg, cotg in cotg Über. Natürlich muss man dabei zugleich auf 
dM gehörige VondchMi aditeD. 

§• 10. . 

Sey wieder A ein beliebiger Winkel, so ist A -f- 1 80° ein um 
2wei volle Quadranten grösserer Winkel. Liegt also A im ersten 
oder zweiten, so liegt A-f- 180®^ im dritten oder vierten Quadranten. 
In allen Fällen sieht man leicbt« dass wenn (in einer der Figuren 
des §. 9, z. B. der zweiten) AC die eine Seite der zwei M^kel A 
und 180°-|-A ist, die andern Seiten in die Verlängerungen von 
einander fallen. Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, dass immer: 
sin(180*' + A) = — sinA, cos (180" + A) = — cos A, 
tg(180'+A) = tgA, cotg(180''H-A) = cotgA* (16) 



* Wr «eÜMi dodi di» «nts diMer Fonnelii beireiie». «Sey inmier a<90« 
.•ud'anrs 

1) A im wrtln<)iitdnHitBii imd as laO^-l-Ä s 180» -|- a, m iit iiMb(18): 
OttA s fiiia, siii(180«+A) = ii]i(180o+a) = ~ iIb«, 
d.h.iiii(180*+A) « — sin A. 
A im zwtitott Onadnatn» s 90*-f-s, M ist 180»+ A ~ 270*H-^ 
tfaiA = tfbCB0«-1-a) = eMa, siii (ISO* +A) = dB(8V0*+») = 
d. b. sin (180« 4* A) = ^ aiD A. 
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sey, was auch immer A sev, selbst wenn 180"-(-A über 360" hin- 
ausreicht. Setzt man hier 180° fürA, was man darf, da diese 
Fonneln ganz unbedingt gelten, so Ist: 
, sm(2. 180»-l-A) = --8m (!«)•+ A)=-f MB A, 
cos (2 . 180^ + A) == — cos (18(f + A) = cos A. 
tg(2 . ISO'H- A ) - tg ( 1 80*» + A) = t^ A, 
cotg(2 . 180° + A) = cotg(180»+ A ) = cotg A (vergl.(14)). 
Wie man hier weiter gehen kann ist klar. Allgemein ergibt 
sich so: 

sin (n . 1 80° + A) = ± sin A, cos (n . 1 80° + A) = ± cos A, 
tg(n.l80*+A)=tgA, cotg(n, 180*4- A) = cotgA, (16') 
in welchen Formeln die obern Zeichen gelten, wenn n eine gerade, 
die nntem, wenn n eme ungerade Zahl ist (n ist immer ganz und 

positiv). . 

§.11. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die Fonneln des §. 8 gelten, 
a and b mögen was immer für Winkel seyn. Zu dem*£nde unter- 
scheiden wir die folgenden F811e. 

1) Sey » b unda+b natürlich < 180°, aber 

> 90*. Setzen wir nun a = 90° — a', h — 90* — V, so sind a' und 
b' unter 90°, und es ist a + b = 180" — (a' + b'), also da a + b 

> 90°, jedenfalls a' + b' < 90°. Für die Summe a' + b' kann man 
also die zwei Formeln (9) und (10) anwenden. Aber es ist offenbar 
sin a = sin (90* — a/) = cos a', cos a = cos (00* — a') = sin a', sin b 



8) A im «ritten QuadfUrtm « 180»+a, sbo 190P-^A » 990^-^ s, land 
dnAs «in(180o+a) s —glaa, alaasoo^- A) = iiB<SOO«+a) » tina, 
d.h. sin (180»+ A) s= — tin A. 
4) A In tieiten'QMdnntai s 290»4-a, alio 180«-f A ^ 4500-^»« 8e0«-*f 
mühin 

du A = «in (2700 -f a) =r — «joia, tin (180« +A) = iin<90o+s) s oms, 
d. h. sin (1800+A) =s — tin A. 
Reicht A über 360» hin ans so ist, wem) B nnter «fewa A s 360o-f<B, 
180»-l-A=:860«»4-180«-f B, mithin 

sin A = sin B, »in (180« -f A) = sin (180" -f- B ) 
und da ja sin (180" -h B) -- — sin B, so ist also auch sin (180" -{-A) — — sin A. 
« Aehnliches gilt, wenn A über 2 . 390^, 3 . 360» u. s. w. Iiinanw^icht. 
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=s«a(90'*— b') = cMb^ co8b^eot(90*--b')^BÜib', also h«t 

man (unter Beachtung der Formeln (13)): 

8in(a + b) = sin 1 180° — (a'-fb')] = sin (a' + j = bin a' cos b' 

-|- cos a' sin b' = co.s .i sin b -f - sin a cos b, 
coa (a + b) 3= cos L1«0° — (a' + b')] = — coa (a' -f b').= 

— coa a' cos b' + sin a' »in b' = — ain a ain b coa aooa b, 
irodmcli offenbar die Biehtigkelt der Formeln (9) und (10) bewie- 
aen |at. * 

>0* , >90» , . >90» 
*<90''*^<180»' *"^^<180^' 

b = 9ü» + b', b'<90", a + b = 9ü° + a + b', a + b'<90^ 
sinb = siD(90° + b') = cosb', cosb = cos (9ü"-j-b') = — sinb'; 
also sin b' = — cos b, cos b' = sin b. , 

8in(a-|-b)=«in (90°+a+b'J = co8 (a+b') = cos a cosb' —«in» 

sin b' = coa a sin b — sin a . ( — coa b) =: coa a ain b -f- sin a coa b. 
coa (a+ b) = coa (90^+ a+ b') = — ain (a + b') ain a coa b' 

— coaaainV = — sinaainb — co8a( — cosb) = — ainaainb 
-|- coa a cosb. 

• ^ * < 90°' ^ < ISO"' •■T"** < 270*' 

a = 90° — a\ b = 1 80° — b', a' < 90°, b' < 90'; . 
a+b = 270**-(a'+b'), a' + b'<90°. 
aina=co8a% eoBa=aina^ ainb^^ainb', coabs — cosb'; 
ain a' = coa a, coaa' = sin a, ain b' = ain b, cos b' ^ coa b. 
ain(a + b) = sin (a'-f V)] = — cos (a'+V) = — coaa* 

cosb' -j- sin a' sinb' = — sin a . ( — cos b) -j- cos a sin b = sin acoab 
+ cos a sin b. 

* Die Formeln (9) und (10) des %* 8 eiod nnr unter der Voraaifietiiuig be- 
wiesen, dass die Snmme a -|- b < 90**; far nnsern Fall ait dioM niehl mit der Saume 
a-|-b« wohl aber mit a'-f~b' so das« fQr letstere die genannten Fonnehi 

gelten. Da wir aber schliesslich Resultate eriialten, die identisch sind mit den in 
S. 8 erhaltenen, so erhelk daraas die Bichti^Eeit jener Foimela« ancb wenn a4~b 

** Taegt a zwischen 0"iind 90", h zwischen 90" und 180«, so kann a.-\-h zwi- 
schen 90" und 180«, oder zwischen 180" und 270" liegen; wir trennen diese Fälle 
hier sowohl als im Folgenden. Die übrigen Angaben bedürfen wohl einer weitem 
Erläuterung nicht, da «ie sich ganz von selbst ergeben, wenn man die Formeln (13) 
beachtet. Da man jeweils lür sin (a-^b) und co8(a4~b) genau die Formeln (9) 
und (10) erbalt, so sind diese eben damit bewiesen. • 
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COS (a + b) = cos [270^ — (a' + b')] = — »lÄ (a' + b') = — mn a' 
cos b' — cos a' sin b' = — cos a . ( — co« b) — sin a sin b 3». 

Cüß a cos b — sin a sin b. 

* < ISO"' < 180^' <270''* 
a = 90* + a', b = 90*+ b' a' < 90*, b' < 90^; 
a+b = 180*+(a'+bO, a'4-b'<90». 

8ma:=co8a', co8a = — sina^ sinbascosb', co8b = — 8inb'; 
♦ 

sin a' = — CO8 a, cos a' — sin a, sin b' =ä — cos b, cos b' = sin b. 
sin(a + b) ^ sin[180'' + (a' + b0] = — sin(a' + bO = ~ sina' 
cosb' — cos a' sinb' = — ( — cos a) sin b — 8iaa( — cosb) = coaa 
8inb-|-siaaco8b. 
€0«(a+b)=cop[18ö"-f (a'+bOJ =— co8(a'+b')r^— ooaa' 
coaV + sin a' sia b^ = — sin a . sin b ( — cos a) ( — 008 b) 
= — sin a . sinb -f- cos aeosb. 

>90« , >90'' >27Ö» 
^ * < 180"* < '"^ < 360«' 

a = 180° — a', b=180'' — V, a' < 90^ b'<90'*; 
a+b=360*— (a' + bO; a' + b'<90^ 
8ma = siaa', 008a= — cosa', sinb^sinb', cosbss — cosb'; 
8nia' = sma9 co8a' = — cosa, sinb'^sinb, cosb' = — cosb. 
8in(a + b) = 8m[360*- (a' + b')] = — sin(a'+bO =— «ina^ 
cosV — Cosa' sinb' = — 8ina( — cosb) — ( — cosa) siii6 == 
sin a cos b -|- cos a sin b. 
cos (a + b) = cos [360* — (a' + b')] = cos (a' + b') = cos a' cos b' 
— sina' sinb' = (— ^ cosa)( — cosb) — sina sinb = cosacosb 
■ — sinasinb. 

Für alle Winkel unter 180* haben wir also die fraglichen swei 
Formfeln bewiesen. • 

Seyen nun a nnd b Winkel zwischen 180* nnd 360*, so setie 

man: a ISO^-f a', b=i80*+b', 

also a'<180«, b'<löO*, aH» b = 360«+(a' + b'), 

so ist nach §.10: 

sin a = sm (180 " + aO = — sin a', cos a = cos ( 1 80'* + a') 

= — cosa', 8inb==<— sinbS cosbss: — cosV; 
sina' = ~ sina» cosa'ss — cosa, sinb' = — sinb, *' ^ 
cos b'=s^' cosb. 
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Ferner: 

lio (a+t) = Bm[3m'^ + a'+b'] = sin (a' + b') =r sma' oosb' 
+C08a'8lnb', 

indem diese P'ormel gilt, wenn a'<180'*, b' < 180°. Setzt mau 
hier die gleichgeitenden Werthe, so erhält man: 
sin (a -f- b) = ( — sin a) ( — cos b) -j- ( — cos a ) ( — sin b) =: sin a cos b 
-f-cosasinb. 
Ebenso: 

cos(a+b) = oo«[3ÖO»+a'+b'] = C08(a'+V) cosa' cosb' 
— sin a' sin b' = ( — cos a) ( — cos b) — ( — sin a) ( — sin b) 

= cos a cos b — sin a . sin b. 

Somit gelten obige Formehl für alle Werthe von a und b zwi- 
schen 0 und 360°. Gehen a und b über 360° hinaus, so kann man 
jeweils 360® weglassen (§. 9) und man ersieht leicht, dass dieselben 
Formeln immer noch gelten. * , 

Die Formeln (11) und (12) des §. 8 folgen aber unmittelbar ans 
(9) und (10); also gelten alle vier Crrundformeln des §. 8 flbr be- 
' liebige Winkel, natfirHcli unter der Voranssetcung, dass man nach 
§. 9 die gehörigen "Vorzeichen für die vorkommenden trigonometri- 
schen Funktionen setze. 

§. 12. 

Ans den Formeln (13) und (14) des §. 9 geht unmittelbar her- 
vor, dass, was auch immer der Winkel A sey, man habe: 
sin'A + cos*A = 1, tgAcotgA := 1. *♦ 

Dagegen werden die Formeln des §. 4 nicht geradezu gelten. 
Bei den dortigen Quadratwurzeln haben wir jeweils nur das positive 
Zeichen beibehalten, weil wir dort nattürlich^die trigonometrischen 
Funktionen geradezu als positiv ansehen mussten. Auf unserem 
jetzigen Standpunkte werden jene Fdrmeln heissen: 

sin A = ± Vi - cos» A = ± ^. ^ - = ± / , 

Vl+tg'A Vl+cotg'A 

1 t/1 • 2A i ' ■ -1. cotgA 

cos A — ± yi — sm^Ass ± ■■ === = ± 



Vl+tg»A ~Vl + cotg»A 

* Ein auf andeiB Grond&fttzen beruhender Beweis dieser Sikte findet rieh in 
meiner nebentti Polygononietri«" (Stattgart, Metsler) §. 5, Sk 11 ff* 

Z.Brrin«(2W»+a) + eo»»(270*-f-*) = oo«»A-f sta*a= 1. 
-Ig (2fni^'\- a) cotg (270" +») = (— eotg a) tg a) = cotg a tg a = 1. 
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Vi — sin* A cosA cotgA* 

cotgA^ ±YlE^=. ± =J-, 

fikA . Vi — coa'A tgA' 

worin nun die Zeichen so zn i^ählen sind» wie es A erfordert. Liegt 

z. B. A im dritten Quadranten, fio ist 

sinA=-.Vl-cos»A = - ^ ^ ; 

Vl+tg*A Vl+cotg»A 

liegt A im vierten Qoadranten, etwa: 

tgA^ s^"^ Vl~-cos»A _, 1 

Vi— sin cosA '«otgA* 

u. s. w. Uebediaiipt ist es jetzt leicht, sich jeweils zu iilierzeugen, 
wie die Vorzeichen zu wählen sind, wenn man die Quadratwurzel 
auszuziehen hat. 

Da man nun allgemein hat: . 

sin (A -|- B) = sin A cos B -f- cos A . nn B, 
cos (A -|- B) = cos A cos B — sin A sinB, 
80 setze man hier A = b, B = a — b, wobei a mid * b willkürlich, 
Jedoch zunächst a > b; alsdann erhält man A + B = a, also: 
. ' sin a = sin b cos (a — b) + cos b sin (a — b), 
cosa = cosbc6s(a — b) — 8inb8in(a — b). 

Man moltiiklizire die etite dieser Olei^nngea mit cosb, di» 
zweite mit sinb nnd snbtrahire dann' die zweite von der ersten, 
erh&It man r 

sina. cosb — cos a. sin b — (cos ' b -j- sin * b) sin (a — b), 
also weil immer cos ' b -|- sin ^ b = 1 : 

sin a cosb — cosasinb = 8in(a — b). 

Bessgleichen mnltiplizire man die erste mit sinb, die zweite mit 
cosb and addire beide: 

. ■ 

sin a sin b -f- cos a cos b =a(sin ' b -|- cos ' b) cos (a — b) = cos (a — b). 
Man hat also 

sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b, 
cos (a — b) = cos a cos b -f - sin a sin b. 
Hieraas folgt nan 

sin (a — b) sin ;i cos b — cos a sin b 



(16) 



tg(a-~b) = 



cos (a — b) cos a cos b -l* sin ^ sin b* 
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oder wenn nuui Zfthler and Nenner dnreh oosa eoeb dividirt: 

tg(a — bj = r-^^- — r-T-. (17) 
1+tgatgb ' 



, , . COS (a — b) cos a cos b -f- t^in a sin b 

''~"gm(a — b)~~8inaeo8b-— Goaasnib* 



Ebenso: 

und indem man Zähler und Nenner darch eina ginb di?idirt: 

. r -V cote a . cotg b + 1 y,».v 
cotg(a— b)=s — — . (170 

' cotgb — cotga ^ ' 

Die vier Formeln (16), (17) and (17') gelten für alle möglichen 
(positiven) a und b, freilich noch anter der Bedingang, dass a > b. 

Man wird sich nun leicht llberzeagen, dass dieFormehi (13) för 
jedes mögliche a ebenfalls gelten. Hat man z. B. cos (180* — a), ' 
ab, setze man in (16) 180* ftr a, a ftr b, nnd hat: 
cos (180»— a) = cos 180®. cos a + sin 180". sin a = (— 1) <.08 a + 
0 . sin a = — cos a. 

Um sin (270° -)- a) zu erhalten» setze man in (9) des §.8: 
a = 270®, a für b und hat: 

sin (270*+ a) = sin 270*. cos a+ cos 270* . sin a = (— 1) cos a + 

0,sina = — cosau.s.w. ' 
. Anm«? kung. BenOtit naa die Bamltito des S*7 ud 8*. ao kami nsa 
nittaltt d«r Fonneln (16) Meht nodi ifie trigoDometnaclMB FnaktioiMii einer A»- 
■aU weiterer Winkel ableiten, ms vir }edoeb dem Leser Qberianen wotten, indem 
«k bloss die Ableitoag aadenten. Man findet ninüek die Irigonoinetrieehen Ftmk- 
«ionen dee Winkele: 

8», wenn as 15». b = 12», wodnrdi dann aneii die von 87», 
„ s=18", b=12, „ „ M « 84«, 

9« a = 27", b=18» „ • n 81», 

21« „ a = 36", b=15o, „ „ „ „ „ 69». 
24«, „ a = 36». b=i2». „ „ „ „ « 66^ 
33«, a =: 45". b = 12«. „ „ ^ „ „ 57». 
39», a=.54«. b=15» „ „ „ „ öl», 

so dass man, in Verbindung mit dem in der Anmerkung zu §.8 Gesagten» die tri- 
gonometrischen Funktionen aller Winkel von 3» zu 3^ kennt. 

Wir haben in dem Seitherigen nur sin, cos, tg, cotg der Summe oder Differens 
Bweier Winkel betnditeL Wollte man dieeelben fOr drei, rier. . . . Winkel haben. % 
ee nnteiiSge diese keiner Sebwierigkeit; so wire s.B. 

sin(a4-b-|~e) = sin a eos (b -|- c) -|-eeBasin(b'-)-c) = Blna[eosb eoee — iinb 
«ine] •4- eoea[siBb eeee -{•eesb ^e] = sinaeoeb eese — sinarittbsincH~ 
cee a sin b eoe e 4" CM a ees b sin e, 

n. s: w. 
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§. 13. 

bleibt uns, zur theoredscfaeii Vervollständigung unserer bier 

getlihrten üntersachangen , noch der Fall negativer Winkel zu 
betrachten übrig. Solche Winkel können nur in Folge von (ge- 
wissennassen) willkürlichen Voraussetzungen erscheinen, wenn man 
z. B. in §. 9 von AC aus in entgegengesetzter Richtung die Winkel 
durchlaufen würde, als dort geschehoB. Das Verbalten negativer 
Winkel, wie — A, läast sieh Jedoch am besten aas dem Satae des 
§. 9 finden, naeh welchem ein Abzählen, also anch dn Znzfihlen von 
360* an den trigonometriaehen Funktionen Nichts ändert. Dem- 
gemäss ist: 

sin(— A) = sin(360«~-A)=: — sinA, \ 
cos(— A) = co8(360® — A)c=co8A, ' 
tg(-A) = tg(360«-A) = -tgA, i ^^^^ 

COtg(-- A)=:cOtg(360'*~A)aB— COtgA. ) 

Die Formeln (9) bis (12) m §. 8 gehen sonnt in (16) bis (17') 
des §.12 fiber, wenn man — b f&r -|-b setst, und umgekehrt gehen 

die letztem in die erstem über; daraus folgt offenbar, dass diese 
sämmtlichen Formeln nicht nur für alle positiven, sondern auch für 
alle möglichen negativen Winkel gelten. * 

Wir haben nnn im Vorstehenden die Verhältnisse der vier tri- 
gonometrischen Fmiktionen ganz vollständig ontecsncht und g»» 
sehen, dass die Grui^deigenschafken derselben die folgenden sind: 

1) Die Grosse sinA ist eine periodische G-rOsse, deren 
Periode 360® ist, d.h. sobald A um 360° zugenommen hat, erlangt 
sin A seinen vorigen Werth wieder; nimmt A nur um 180° zu, so 
erlangt allerdings sin A auch denselben Werth, er i&t aber von ent- 



* Ist namentlich iu (16) b ^ a, obgleich beide paaiiiT lind, so ist a b ne*- 
gßtiif = — (b — »), also 

sin (a — b) = sin [ — (b — a)j = >- sin (b — a>. 

Aber sicherlich ' 
sin (b — a' = sin b cos a — cos b sin a = — [sin a cos b — cos a sin bj, 
mithin sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b, 

SMhwflinib>a. 

Eb«MO MS(a— l»)s«>s[~0> — a)J"«at(b — a>. . 
Imir CMCb — ■)scotbeofaH-iiiib«inasseMaeMb'*^tiiiaiiiiK 
also eot(»— b)seMacMb-f tiitatiiili» b>a. 
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gegengesetetem Zeichen. Ist A negativ, so bat sinA den entgegen- 
gesetzten Wertb von dem, den es flir denselben positiven Winkel A 

hatte. Es sind diese Beziehungen in den Gleichungen: 

sin (A + 360 °) ^ sin A, sin ( A -f 1 80 = — sin A, 
sin ( — A) = — sin A 

ausgesprochen. 

Die Werthe von sin A schwanken zwischen — 1 und -4* 1> ohne 
dieae Giänaen je ttbersciureiten zu können. 

2) Die Grösse coaA ist eben so periodasdi und die Periode 360®; 
Ahr 180® Zunahme verhält sie sieb irie smA; flbr ein negatives A 
aber erlangt sie denselben Werth wie ftr ein poaitives. Also 

cos (A + 360^) = cos A, cos (A + 180*) = — cos A, 

cos ( — A) = cos A. 
Die Werthe von cosA schwanken ebenfalls nur zwischen — 1 
und + !• 

3) Die Grössen tgA undcotgA sind periodisch und ihre Periode 
ist 180*. Für negative A eriangen sie die entgegengesetzten Werthe 
wie fftr positive; man hat also: 

tg(A+180'') = tgA, cotg(A + 180'') = cotgA, 
tg( — A) — — tgA, cotg( — A) = — cotgA. 

Die Werthe dieser Grössen schwanken zwischen — oo und 

Die übrigen Resultate würden sich natürlich eben so leicht aus- 
qMDeclien lassen, was wir jedoch hier fQgUoh übergehen dürfen. 
. AnmsrkiiBg. Wir bab«n bsMite damof anftner^Mon s«nsolit, inntdulb 
• welcher Griiueii die Werthe der trigvnometriadMni Fänktionen lebwaiiken und 
wollen hier diesen Punkt noch dner weitem BetracfatuDg miteindiMi* wobei wir 
XimSchst bloss positive Werthe von A betrachten wollen. 

Die Grösse sin A ändert sich mit -wachsendem Winkel und zwar ist sie zuerst 
wachsend von Ä — 0" bis A = 90", dann abnehmend von A = 90*' bis 180", femer 
abnehmend von A = 180" bis A = 270" und zunehmend von A 270'' bis A = 
360". Von da an beginnt wieder derselbe Verlauf. Die Gränzwerthe sind: 0 und 
-|- 1» -|- 1 und 0, 0 und — 1, — 1 und 0, so dass also — 1 und -|- 1 die äusserstea 
Werthe von sin A sind, die in keinem Falle überschritten werden können. 

Die Grösse cos A nimmt ab von A = 0 bis A = 90", eben so nimmt sie ab von 
A = 90" bis A ^ 180"; zu dagegen von A =: 180" bis A = 270", und eben so zu 
▼OB A s: 270^ bis 360^ von wo an derselbe Verlauf beginnt. Ihre Gränzwerthe 
•ind: -^I Qiia 0, 0 und — 1, — 1 und 0, 0 und 1» so dass also auch hier — 1 
und-f-l die intwisteii Worfh« riod. Fttr eoiAsO istBoHiwondig ibA = + 1; 
fttr «in A = D aboreocA»±l (fw 12). Beide Gfftswn lind itetig ▼ortBderlisli. 
d. 1l fie Sode» sich aiif wenige wons A deh nnr wenig ' Sndert. 
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Di« GiltoM tg A nhmat suTOttA = 0*biiA = 90«, eb«tt lo vm A s 90* Ms 
A s 190*« ton wo ilmntSb% VeilMif iMf^Biit. Um GMiuwoidM aiiid 0 uid H~^f 
— 00 und 0, so dus ihre ftusssisten Worth« — oo and A-vo sind; boi A = 90« 
spiingl sie ron -f <30 zu — oo über, ändert sich also klor nnstotlg. Natflrlioh 
springt sie bei A = 270^* in derselben Weise Über. 

Die Grösse cotg A nimmt ab ron A = 0^ bis A = 90^ und eben so Ton A s 90* 
bis A = 180* ; ihre Gränzwerthe sind -f- oc und 0, 0 und — QO, lo dsss sie zwi- 
ichen - oc und ~\- oo schwankt. Von A = 180" hat sie denselben Verlauf yie so 
eben, springt aber bei A = 180® von — 00 zu -f - ^» and bei 360* Ton — oo sa 
-|- oo über. 

Das Veriialten bei negatiTen Winkeln wird sich eben so leicht aufstellen lassen. 

§. 14. 

Atts den bis jetzt abgeleiteteD Foripeln ergeben sich in leichter 
Weise eine Menge anderer, vovon wir einige ableiten, die ftbrigen 
dem Leser zur eigenen Uebong vorlegen wollen. Die hier nun er- 
haltenen Formefai gelten natOrlich fttr ganz beliebige (positive oder 

negative) Winkel. 

Aus der Formel (9) in §.8 folgt, wenn man h = a setzt: 
sin 2a = sin a . cos a -|- cos a . sio a = 2 sin a cos a. (19) 
Setzt man in dex dortigen Formel (10) dessgleichen b = a: 
cos 2a =s Cosa. Cosa — sina.sinas=cos'a — sin'a. (20) 
Setzt man in (20) cos'as 1 — siq'a, so ist 

cos 2a = l — sin' a — 8in*a = 1 — 2 sin' a, (20') 
und wenn man ßin^a= 1 — cos^a setzt: 

cos2a = cos'a — (1 — cos'a) = cos^a — 1 +cos*a 
= 2cos'a— 1. (20") 
Ganz eben so folgt aus (11) und (12): 

tg2a = 7liSV. cot62. = S^^V (21) 
* i— tg'a * 2cotga ^ ^ 

* Ans (200 und (20'') folgt nun umgekehrt: 

28in'a=l — cos 2a, 2cos'a= 1 -|-cos2a, j 

_^ \ /l— co8 2ä ^ \ /l + cos2a } (22) 
8ina=± V , cosa=± V ' 2 ') 

in welchen Gleichungen das Zeichen so zn wählen Ist, wie es snd a 

m 

oder cos a verlangen. 

Man kann diese Formehi auch etwas anders ansdrttcken. Setzt 

man nämlich a^-^^ &o ergeben sich die folgenden Formeln: 
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« 

A ^^J cotg»~l 

c=2co»*-5-— 1, tgA= T, cotgA = - 7— >y 

l-tg»| 2cotg| )(23) 

A A 
2sill'— =1 — cosA, 2co8*^=l+co8A, 

2 Z 



A co«A A . -l/l + cosA 

8iny = ± V 2 ' 2"" ^ V 2 

Die Addition der Forneln (9) und der ersten (16)» (10) und 
der zweiten (16), so wie die Subtraktion derselben gibt gans un- 
mittelbar; , * 

sin (a -f- b ) -(- sin (a — b) = 26ina.cosb, \ 

sin (a + b ) — sin (a — b) = 2 cos a sin b, 



co8(a-|-b)-f-cos(a — b) = 2cosacosb, i 
C08(a+b) — cos(a — b) = — 28ina8inb. J 



(2*) 



Setzt man in diesen Formeln : 



a = — 1> = """2^» a+b = A, a — b = B, 
so eib&lt man: 

8mA4-sinB = 2sm^ — ^ — J cos ^ — ~ — J, 

smA — 8mB = 2cos^ — ^ — Jam^^— j — J, 

CQsA+co8B==2eo8(^^^^^^cos(^^^2^^, \ (25) 
cosA — cosB= — 2sm ^ — ^ — ^sm^ — - — J 

Diess sind die wesentlichsten Formeln, die wir später benützen 
werden. Wir legen dem Leser zurüebung eine Reihe weiterer ohne 
Beweis vor. 

1 — cos 2a 1 + cos 2a - 1 — cos 2a 

tga = r- s > cotga= — -t-t: , tg a = ^-1 tti 

^ Bin2a ® sm2a ® l-f-cosSa 

^ 2 l4-cos2a 
cotg'a = r— « — s— 
^ 1— cos2a 
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2cotffa ^ 1 — tg'a ^ cotga — tga 

»«2»-s;^fen' cotg2»=-IS^. 

1 + cotg'a cotg'a+ 1 

1 — (ftiii4a — cos4a)* ^ eos'Aa^iin'ia 

tg a = , 4. , cotg a = = T-rh ^^—^^ 

co6'}a— tinHa * ^ l^(siD|a — cosla)" 

'1+Miia=:28in'(46' + 1»)« 1 — sma=: 2 co8*(45*4- ^a), 
^— ^-tg (46 +la). sin»« i^^g,^450_ j^y 

i±J-^=t«(a+46«) = cotg(45«-a), = cotg(a+45«) 

= tg(46*-a). l+tg^a=j5j^, l+cotg'a = ^, 

1— Cosa , , a 2tg(45*'>-ta) , 
= tga«*««-» Cosa — : « wna + coÄa 

= V2.siii(45" + a), cosa — »ina = V2 .sin(45° — a). 
, , 8in(a-f-b) . . 8in(a — b) , , 

- 8ip(a+b) cotga cotgb = ^'"^^^^ tg a - tg b ^ 8in(a— b) 
sin a sin b* ^ ^ sin a sin b' Ig a+ tg b siit(ar|-b)' 

cotg a — cotg b sin(b— a) . , . , • / i u\ • / u\ 

— :^ — i —r = . /. I — (> sin a — sin ' b = sm (a+b) sin (a — b), 

cotg a + cotg b sui(b+a) \ i / v /» 

cos* a — cos* b = — sin (a + b) sin (a — b) , cos* a — sin' b 

^ /«ik\ / K\ siiia + sinb tgi(a-[-b) cosa-frcosb^ 

» ^ sina — sinb tg^(a — b)' cosa — cosb 

_ cotgKa+b) 8in(a+b) = 2 8in(a+45'') cos(b-46*), 

tg|(a— b; 

cos (a — b) — sin (a 4- b) = 2 sin (4Ö»— a) cos (b +4ö*), cos (a+b) 
+ sin (a—b) =: 2 sin (45*-fa) cos (45<'+b), cos (aHrb) — sin (a^ b) 

= 2 Bio (45« - a) cos (45- ^ b) , Zl^^X = ^ * + b), 

Cosa-- cosb eotgb^tga = ^^i^^>, 

sm a + sm b cos a sin b 

, , cos(a — b) ^ , .21- sin(a+b)8in(a — b) 
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, , . cosfa — 1>) , L cos(a+b) _ , 

_ cos(a+b)cos(a— b) cotga + tg b_^ t g*a — tg*b 

cos^acos^b ' tga-(-cotgb ^ * ' 1 — tg*atg'b 

= tg(a+b)tg(.-b). ^^^-^ = tg(a+b)tg(a_b). 



siii aco8 »+ sinb oosb = sin (a+b) cos (*— b), »in a cos a — sin b cos b 

/ I u\ • / 8in(a +b) C084(*-j-b) sin(a + b) 
= cos (a+ b) siü (a — b ), — , ' = Jt — — 

sin 4 (a — b) * ' ^ ^ / i v / cos a + cos b 

. «v 2 sin b 
tgi(»+b)— tgKa— b)= — r. 

™' * ^ cosa-j-cosb 

4 «in a s i n b sin c = — sin (a+b+c) + sin (a+b — c) -|- sin (a— b-f-c) 

+sin( — a-j-b+c), 
sin aH- smb -|- sin c = sin (a-f- b +c) -|- 4 sin } (a -f- 1>) sin4(^-|- c) 

sinl(b + c), 

4 cos a cos b cos c = cos (a+b-f-c) -f - cos (a+b — c) + cos (a — b-|-c) 

+ cos( — a + b + c), 
cos a+ cos b -|- cos c = — cos (a-j-b-f-c) -j-4 cos J(a-[-b) . cos^(a-|-c ) 
cosi(b-l-c), 

OOS* a + cos * b + cos ' c = 1 + 2 cos a cos b cos c — 4 sin t (a+b-j-c) 

sin t (a + b ~ c) sin|(a.— b + c) 8ini( — a-(- b + c), 

I.II . , I sin(a+b+c) 

t«»+tgb + tgc = t«atgbtgcH ^ - 

^ " -»«»Ol cogacosbcosc 



Zweiter AbsclmUt. 

» 

Bereohnimg der trigonometrischen Funktionen. Tafeln derselben 

und Benutzung dieser Tafeln. 

§. Iß. 

Aus den im ersten Abschnitt »aus einander gesetzten Lehren 
folgt, dass ;nan nur die. trigonometrischen Funktionen aller Winkel 
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zwischen 0 und 45^ zu kennen brauche, um sofort die Werthe der- 
selben für alle andern Winkel -zu erhalten. Es folgt diess ganz 
unmittelbar aus der Ansicht der Formeln . (8) und (13) in .den 
§§. 6 und 9. Wir werden uns also zunächst mit dieser Aufgabe zu 

beschäftigen haben. In §. 7 haben wir allerdings bereits für einio:o 
besondere Fälle die tri^^onometriRchen Funktionen gefunden; die- 
selben können aber natürlich nicht genügen, da wir, des Gebrauchs 
wegen, die trigonometrischen Funktionen aller zwischen 0 und 45° 
. liegenden Winkel, wenigstens von Minute zu Minute kennen mftssen. 
Es lassen sich zu diesem Ende auf der Stufe, auf der wir im Augen- 
blick stehen, zwei Wege einschlagen, die wir nun beide aus einander 
setzen wollen, wobei wir jedoch bemerken, dass der zweite, etwas 
umständlichere, ohne der Deutlichkeit und dem Verständniss Ein- 
*trag zu thun, auch zunächst übergangen werden könnte. Wir haben 
ihn jedoch, seines theoretischen Interesses sowohl, als spätem Ge- 
brauchs wegen, gerne beibehalten. Für beide Wege bedürfen wir 
übrigens des folgenden Satzes der ebenen Greometrie: 

Ist G ein Winkel kleiner als 90^ BD ein 
mit dem Halbmesser CB = r zwischen seinen 
Seiten beschriebener Bogen, dessen Länge wir 
mit Bogen C bezeichnen wollen; sind DA, BE 
senkrecht auf CB, so ist 

AD < Bog. C, BE > Bog. C. 

Da CD = CB = r und 
AD . ^ BE 



iig.li. 




= sin C, ^ = tgC, also AI) 



so folgt hieraus unmittelbar: 

Bog.C 

sm C < — - — , 



tgC 



r sin C, BE = r tg C, 
Bog.C 



oder,'<wie man auch schreiben kann : 

Bog.C 



sin C < 



Daraus folgt ferner, weil tg C = 

. .Bog.C . Bog.C 
smC < — 2 — ^ ßinC > — 2 — cüs C, 



<tgC. (26) 
sin C 



cosC 

Bog.C 



>sinC>^coßC.*. 



* Das heisst also sin C liegt seinem Werthe nach immer zwischen dem WMtlM 

Bog.C ^ Bog.C 
▼on — = — und — - — cos C. 
r r 

Diemf er, el»Me TiifonoiMlric. 3 



Digitized by Google 



34 



Lägst man nun C kleiner werden, so wird cosC mehr und mehr 
gegen 1 gehen, also ^^^'^ cos C melu* und mehr der Grösse ^^^'^ 

sich nähern. Da nun immer sin C zwischen 5^ — und ^'^ cos C 

r r 

enthalten ist; diese zwei aber mehr und mehr einander gleich wer- 
den, so wird also mit abnehmendem C der Werth von sinC mit dem 

von ^^il^ immer mehr übereinstimmen. * 
r 

Da femer vermöge der Beziehung (26) ^^^'^ immer zwischen 

r 

sinC und tgC liegt, so wird, in so tenitMvir liorechtigt wären, sin C 
und tg C nahezu als gleich anzunehmen, die näherungsweise Gleich- 

Boff C 

heit von sin C und — in die Augen fallen^^ seyn. Endlich ist 

klar, dass wenn einmal C klem genug ist, dass nfiherungsweise sin C 
und tgC als gleich angesehen werden dtirfen, diese Annahme ffir 
noch kleinere G noch mehr genähert richtig ist. 

Stellt AD die halbe Seite eines in den Kreis vom Halbmesser 
CB = r beschriebenen regelmässigen nEcks dar, so ist I5E bekannt- 
lich die halbe Seite des um den Kreis beschriebenen regelmässigen 

Vielecks von derselben Seitenanzahl und es ist Winkel C = . 

n 

Daraus folgt dann: 

AD . ISO" BE , 180« . 180» ^ 180* 

— = sin , — = tg ; AD = r8m , BE = rtg ; 

r n r n ,n n 

femer ist 

AC 180^ 180« 

=cos ,AC=:rco8 . CBs=r. 

r n n 

Die Fläche des Dreiecks ACD ist aber der 2n*« Theil der Fläche 

des Vielecks im Kreis; eben so CBE der 2n** Theil vom Vieleck uro 

den Kreis. Erstere ist: * - 

AC.AD r» . 180" 180" 

— r = — sm . cos , 

2 2 n n ' 

also die FUche des Vielecks im Kreis : 



* Man alelit Meht, dan im Grande diMi daranf xarÜekkSnnnt, das» mit ab- 

nehmendem Mittelpunktsvinkel eines Kreiset dlt Sehne desselben mehr und mehr 
sieh seinem Bogen nShert und snletst mit ihn toiammenfillt. 



Digitized by Google 



. Beraehiiinig und TaMn der ttigonoMetiiiclMii Fuaktioiicii. 35 

_ . 180« 180« n.rV 360» . 

die Flüche des Yielecks am den Kreis ist 

^ CB.BE 2n.r' 180" , 180" 

2n. — - — = — =— tg -=:ii.r'tg . 

2 2 ^ n ^ n 

Geht mton nun vom regelmässi^'en Viereck im Kreise aus, so 

ktam man bekanntlich leicht die Inhalte der 4, 8, 16, ... . Ecke in 

and nm den Kreis berechnen und erhält so für das regehnAssige 

8Eck im Kreis: 2*8284271 r', um den Kreis: 3*3137086r\ 

16 „ „ „ 30614674r» . . „ 3 1826979r», 

32 „ „ 3 121445] r^ . „ ^ 3•1517249r^ 

64 „ „ „ 3•1365485r^ „ „ 3•1441J84r^ 

128 „ « „ 3 140331 Ir*, . . ^ 3•1422236r^ 

266 ^ ^ « 3•1412772r^ „ „ „ 3•1417ö04r^ 



* Man vergleiche etwa: Legendre Geometrie, Buch IV, Satz XIV. Die 
hieher gehörigen Formehi sind : Seyen F, ¥' die Flächen des regelmässigen n Eck« 
in und um den Kreis; f, f die des regelmässigen 2 u Ecks in und um den Kreis» 
so ist: 

Es Mgt diess fibrigens sein leidit ans diu im Tezfee aogefllhrton Pomalii. 
DenBiBSD hat: 

F = — sin , f=iir*siii , F' = nr*tg , f = 2nr'tg — , 

2 n n n n 

also 

. I8O5 

nV , 360" 180* nV ^ . \W 180^ *" n y , 4 , ,180" „ 

FF'= — lio te = -s- .2 Hin eos . — 73=5 = nV riu'— = £% 

2 B ^ n 2 n n 180" n 

cos 

. nr*SHi — tff 2n*r'sin*— 20TTnn 

2FF' n * n n n 



F-H~nr» . 360" , . . 180»"" , . 180" 180«' , , 180" 180" 

— «n hnr'sia «r*sln-T- cos |-nr"sln eos +1 

2n n n' n n 

^ . , ÖO" 90" 

dar* sin — cos — , o^,, 

= ^öÖ5^ ^* = 2nr» Ig — = f. 

2eos* — 
n 

Nnn ist die Fliehe des Tiereeks im Kreis s 2r*, nm den Rieis = 4rS also 

die des Achtecks (a s 4): 

im Kiels = V?? = r> =2 8284271 r*, 

2 2r' 4r' 16 r* 
um den Kreis = ^^^^Ty^ = 2+^^ 3-3137086 r* o. f. w. 
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512£ck im Kreis: 3'14l5138r\ am den Kreis: 3 1416321 1 



1» 



1024 ^ 
2048 ^ 
4096 . 

8192 . 
16384 „ 
32768 „ 
65536 n » 
Man hat also : 
66536r« . 360° 



91 



3-1415729 r', 
3-1416877r», 
3')415914r^ 

3'1415923r', 
3'1415925r', 
3 1415926r', 
31415926r'. 



n 
n 



n 



3- 141 6025 ^^ 
31415951 r', 
31415933 r» 
31415928r«, 

3-1415927 r*, 
3 1415926r', 



180' 



2 *^S = ^'^^^^^2^^' 32768x^tg3^g = 3 1415926.^, 
d. h. 32768 sin = 31415926 = 32768 tg 



180" 



180* 



sin 



Aber 



180" 



327Ü8 ^32768 
180.60.60 



3 1415926 
32768 ■ 



= 20" uugefälir, also bis auf 7 De- 



32768 32768 
zimalstellen genau: 

8in20'.' = tg20", 
mithin für jeden kleinern Winkel der Sinus der Tangente gleich, 
also, wenn a gleich oder kleiner als 20" : 



Bogen a 

sin a = — . 

r 



Also z. B. 



sin 10" = — 



2y7i 



10 



r 360. 60. 60. r 18.60.60' 
wodurch sin 10" gefunden ist. (Zum Mittelpunktswinkel 360* = 

360.60.60" gehört der Umfang — 2 ttt, also hat man immer 360 
. 60 . 60 : 2 r/r = 10 ; Bog. 10".) Nach §. 4 findet man hieraus 
COS 10" und wenn man in (9) und (10) §. 7 setzt a= 10", b = 10", 
80 erhält man sin 20'', cos 20''; setzt man dann a = 20", b = 20", 
80 erhält man sin 40", cos 40'^; tär a = 40'', b = 20" erhält man 
sinlS cosl'; fttra=l', b= 1' aber sin 2', cos 2'; föras:2', b=:l' 
dagegen sin 3', cos3^ "Wie man hier weiter gehen konnte, ist Mar, 
so dass man die Sinus und Cosinus aller Winkel von Minute zu 
Minute (ja wenn man will von Sekunde zu Sekunde) berechnen 
konnte; daraus erhielt man dann nach §. 4 die Tangenten und Co- 
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tangenten, so dass dieselben nnnmehr als bekannt angesehen wer> 

den dürfen. Die Logarithmen derselben, um 10 vermehrt, sind in 
den trigonometrischen Tafeln zusammengestellt, deren Ein- 
richtuDgsart und Benützung immer in denselben angegeben ist. 

. Anmerknag. Es Hut lidi aOeidiiii^ noeli ein anderer Weg rar Bereefannqg 

der trigonometrischen Funktionen aller Winkel ton 0 bis 45* (wae genügt) denken. 
Naeh dem in der Note eu §. 12 C^eieiglen kMint man die trigonometrischen Funk- 
tionen der Winkel von 0 bis 45^ wenn man von 3" zu 3*' fortschreitet. Da nach 
§. 14 der Sinus und Cosinus des halben Winkels aus dem Cosinus des ganzen ge- 
funden wird, ,'■0 kann man Cosinus unJ Sinus von finden, und unter Anwendung 
der Formeln (9) und (10) in §.8 wird man jetzt die Sinus und Cosinus aller Winkel 
von l^^ 7Ai \\*' finden können. Aus den» cos 1^" findet man wieder sin j^, cos 
und kann dann von zu \^ fortschreiten. Wie man diess weiter führen könnte, irt 
leicht zu übersehen. Von praktischer Bedeutunf; ist jcdüch dieser Weg nicht, da 
die wirkliche Berechnung doch in dieser Weise nicht geführt wird. 

Die trigonometrischen Tafeln geben in der Kegel die Logarith- 
men der trigonometrischen Funktionen nur von Minute zu Minute, 
f&r kleinere Differenzen masB man ein Interpolationsyerfakren 
anwenden, das in den Tafeln selbst erläutert ist. 

Der innere Grund* dieses Verfahrens lägst sich in folgender 
Weise erörtern. Man findet leicht, dass fiir .sielnii J)ezimalen genau 
(wobei wir durch 1' den Winkel 1 Minute, durch n" den von n Se- 
kunden bezeichnen): 

sinl' = 5^', coßl'=l, 

also» Venn n< 60: 

. „ Bog.n" „ - , 
8mn"=5 " ,cosn"=l. 
r , 

Demnach: ' . 

sin (A -^n") = '^"^ ^ • i'" 

Bog.n" 2r7r.n n , 

■ Aber — ^ — = — — n . ■ , also 

r 360. 60. 60. r 180.60.60' 

Mithin erhält man den Werth von sin(AH~n'0* ™^ 

COS ^II. TT 

sin A noch das nfache von .^^ ' „_ addirt; also ist die Differenz 
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sin (A-|-n'0 — uüA eben diesem nfkchen Werthe gleich. Man 
weise aber aas der Lehre von den Logarithmen, dass wenn p und 

q zwei wenig von r verschiedene Zahlen (beide grösser als r) sind, 

die Differenzen logp — logr, log<| — logr sich verhalten, wie die 

Differenzen p — r, q — r, d. h. dass man (nahezaj hat: 

logp — logr: log q — logr=p — r:q — r. 

Wendet man .diesen Satx hier an, so hat man: 

iog sin (A + n'O — log sin A : log sin (A + 60") — log sm A 

= sin (A + n") — sin A : sin (A + 60") — sin A, 

d. h. log sin (A+n") — log sin A : log sin (A + 60") — log sin A 

cos A . TT cosA.;r 

""•180. 60.60'^" 180.60.60""°''^"' 
folglich : 

. . /A 1 ..X . . r log sin (A + 60") — lüg sin AI 
logsm(A+n") — logsmA = | — J 

I « WA . ... 1 • A . r iog sin (A + 60") - log sin A 1 
log8in(A + n") = logsmA + [^-2 ^ — 1 "* 

Femer ist 

cos (A + n") = cos A cos n" — sin A sin n" = cos A — sin A . '^^^''^ 

. sin A. fr 

= cos A — n . 



180 . 60 . 60' 
woraus wie oben: 

log cos (A + n") — log cos A : log cos (A + 60") — log cos A 

= cos (A + n") — cos A : cos (A + 60") — cos A 

sin A . n ^ sin A . yr 

180. 60, eO'""**"- 180. 60. 60""'^"' 

mithin • 

. «X , A log cos ( A + 60" ) — log cos A 
log cos (A + n") — log cos A = -2 i — ' n, 

1 /A I *A I • AI log COS (A + 6 0") — log cos A ^ 
log cos (A -|- n") Ä log cos A H — 2 i — 7~^q ^' 

Weiter hat man : .41 A . n 

smA~rn . 



180 . 6Q . 60 



. sin A . TT 

cosA — n. 



tg(A+n")=5!!L^ii;;i= 

®^ ' ^ cos(A + n") _ 

UV»-«. "180.60.60 

(sinA.fr \ { . , sinA .Tr ^* 
'""'^ ^ " 180.60.6o J l^^^^ + " 180.60.60^ ^ 
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V 

multiplizirt man wirklich und beachtet, das« die GrOssen: 

immer sehr klein sind, so erhält man (genau genug): 

8inAcosA+«i( «n«A+co»«A) Jq^^ 
tg(A + n'0= 



= tirA + ii. 



cofi'A 



180. 60. 60. cos« A' 
woraus ganz wie früher: 

. logtg(A+n-0 = logtgA+ ^ ^ ' -^^n. 

Endlich ist 

log cotg (A +n"} = log I — tg (90« + A + ii''J, 
also wenn man in der vorigen Formel 90 ^4"^ ^'^r A und zugleich 

— tg für tg setzt: 

log cotg (A + n") = log (- tg (90« + A)) 

. logL--tg(A+90°+60^0l-logL-tg(90«+A)J 

60" 

, .11 logcotgfA — logcotgA 
= log cotg AH u. 

Die Grössen " 

log sin (A -f - 60") — log sm A log cos (A + 60") — log cos A 
60 • 60 • 

log tg (A + 60") — log tg A log cotg (A + 60") — log cotg A 
60 ' 60 * 

(von denen freilich die zweite und vierte nach §. 5 negativ sind) . 
heissen die Differenzen von logsmA, log cos A, logtgA, log cotg A 
f&r 1" und sind in den Tafeln angegeben. Da 

log cotg (A+60") - log cotgA = log -^^^-^^ - log ^ = 
- log tg (A + 60") + log tg A, 

mithin 

logcotg(A+ 60") — log cotgA _ _ log tg (A + ^0") — log tg A 

60 60 
80 sind also die Differenzen tiir 1" bei logtgA und log cotgA ein- 
ander gleich, wesshalb in den Tafeln nur eine Kolumne für dieselben 
eingeführt ist. Die Grössen 
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log COS ( A 4- ^O'O — log CO» A log cotg (A + W) — log cotg A 
60 • 60 

sind übrigens wie get>agt negativ (§.5), während in den Tafeln bloss 
ihre positiven Wertlie angegeben sind. Daher riihrt es, dass für 
log cos und log cotg Subtraktionen zu maclien sind. 

Die doppelte Bezeichnung der Tafeln (d. h. der Eingang von 
oben und unten) erklärt sich sofort aus den Gleichungen (8), wäh- 
rend die Gleichungen (13) deutlich genug zeigen, wie man die tri- 
gonometiischen Funktionen f&r Winkel > 90* zu suchen habe. 

Ehe wir zu Zahlenbeis|)ielen übergehen, wollen wir nun zuerst 
den zweiten Weg aus einander setzen, auf dem man die trigonome- 
trischen Funktionen hätte berechnen können. Wir bemerken dazu 
nur noch) dass diese zweite Darstellung Lionnet zugebdrjt. (Ver- 
gleiche Grnnert*s Archiv, Theil VI, S. 205.) 

§. 16. 

Bezeichnen wir den zu einem (Mittelpunkts-) Winkel A» den wir 
nicht über 45° voraussetzen, in einem Kreise vom Halbmesser r 
gehörigen Bogen durch a, so ist nach §.15: 

sinA<— . (a) 
r 

Ferner ist nach §. 14: 

• A o • A A A o . 2A 

8inA = 2sin— cos 2> cos-^ = 1 — 2sm-j, 

also . . « . A . . A . ,A 

smA = 2sin-;r — 4 sin— sm — . 

2 2 4 

A A 

Aber da der zu -7, .... in demselben Kreise gehörige Bogen 

2 4 

a a 

auch 2 ' 4 * * * " ebenfalls : 

.A.a-.A.a .,A a* 
. sin-<-.s,n^<j^,sm-<Ygp, 

also ..A.,A. a a* ..^^i' 

48iii^.in'^<4.-.jg:ji,d.h.<gp. 

mithin offenbar: 

A a' 
sinA> 2biu- — 
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A A 

Ganz eben so (indem man nach einander 2* 4* •••• för A, also 



a a 



j, .... für a setzt): 

. A _ . A . a* 

■ A^A,A 
. • • • 

. A . A j a* 

Aus diesen Beziehungen folgt, wenn man die erste mit 1, die 
zweite mit 2, die dritte mit 2*, die vierte mit 2*, die letzte mit 
2*~* multiplizirt: 

A a* 

. . 8inA>2.sia^— gp, 

2. A - . A • a* 
8m->2*8m-— 4.^,, 

?sm->2»8m- — J.^rp» 



• • * . 



Hieraus folgt durch Addition: 
«nA+2«ii^+2'8in^4-....+2'- ' sin^ > asinl+Z*«!!! 

+....-I-2— «n^.+2-«i,|-i^|(l+Jr+^,+^+..'.. 
•I 2*»-* J* 

d. h. wenn man das wegläsät, was beiderseitig gleich ist: 

«nA>2"8in|-J^[l + i + i + i + .... + 25^,]. 

Dividirt man beiderseitig mity, soliatiiianl da2"sin— = j l: 
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. A 

sidA 



r 2'r 

Denken' wir uns nun n werde immer grosser, so wird ^ inmier 

A a 
kleiner, mithin nach §.15 sin ^ sich immer mehr — nähern, d.h. 

für ein unendlich grossem n ist sicher zu setzen : 

. A 

—^ = 1. 

a 

¥i 

Ferner lehrt die üehaudlung unendlicher geometrischer Reihen, 
dass alsdann 

i-1-2ti-2*^^ jl_ 1—4-3' 

somit also, da obige Beziefanng Ar jedes, also anch für ein anend- 
liches n gilt: 

r 

Ganz eben so ist natflrlich: 
also auch 

d.h. ds2.2.4'=2■: 
•!"*t>*(7)'-3^(7)' 

mithin 

'-t^1>-Lr,-3-j.a)lU(7)'-j.i.(7)l 



sm 
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also gewiss auch . . A.,A^ 1 f l/^a^* 

*.A<.M.t-J,(i)Vi.(7)" 

. A A 1 r^y . 1 z'a^» 

. A A 1 ra-\» , 1 ray 



mithin 
eben so: 



• • • • 



Dasselbe Verfahren wie oben gibt hieraus: 



Dividirt man wieder durch — und lusst n = 00 werden, so hat man: 
^ 3.2» Vr/^2'.15V.r>' 

< 1 — L r i — ?— r^^ * 

-2.3 Vi "^2.3.4.5 Vr^ • 



Also veiter 

^ 1 /^a*^» , 1 ra^» 

^"'2^2r 2.3.2*Vr^ 2.3;4.6.2» Vr-/ ' 

. A a r»^'j L ' * 

*"*4'^2*r 2.3.2«VrJ "+"2. 3. 4..^ 

""^4^2^(7) "l^CO +45.V»C7) 4672^» (7) 

^226.2"Vr>^ ' 



5.2'«^r 




8 
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Da wir A aicht >4Ö® voraussetzen, so ist - nicht >7- 1 da 

r 4 V. 

för A =45^ a = "^^^^ = •^)» d. h. ^ < 1, also ganz sicherlich 

A„ r^y>_JL_riV 

45.2*»Vr>' 225.2*' Vr>' ' 
.2 »Vr./ ^22ö.2"Vr-/ 



d.h. 

45.2 

mithin eben so sicher 

sin 



4sin|sin'| < 4 [^-^, (I) + (^) 

mithin da wieder ^ ± . ±, (^) + ^ . ± ) " < 0 : 
.4sin|8m«^<l(7) -^Q) +|.2Vo(^^ , 



also endlich 

sin 



*t>"-5-?(7)"+F.(0'4r.C)' 

♦ Für A = 80« wlro^ = |-mid lo« (45 . 2*» . = 6-80S82, 

log (zZ6 . 2". "3 = 8 21776, also 225 . 2" Qy > 4ö • 2'». 

. ^. 1 l f 1 l r;r A'" . , 

mitbin ~ . ^ j ^,"2 J ^ * 2** V 2 J * dieselbe Grösse wie im Texte noeh 

negAtiT, MÜMt wenn A = 90*. Alle frühem Besiehnngen gelten ohnNiio auch bis 
A = 90% so dMs dies hier Gesagte für die Winkel ren 0« bis 90* gllt<> 
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45 



Bebandelt man diese Grössen wie oben, dividirt wieder durch 

— und Usst n imendlicli werden, so erhält man: 
r 

sinA^, 1 1 /aV , 1 1 ra.Y 

^ 2.3 Vr^' ^2.3.4.6 Vr^' 2.3.4.5.6 . 7 Vr^ ' 

-->7-A(7)'+,-^,0)'-,4y(7)- (•) 

Stellt man diese Kesoltate zusammen» so hat man: 
ßmA<— , 

>L-Lriv 

^r 2.3Vr^' 

<i^_Lr!iy4__i_fiV 
^ r 2..3 Vr>' ^2.3.4.6 Vr-/ ' 

^ X 2.3Vr>' ^2.3.4.5Vr>' 2.3.4.5.6.7 Vr 7 ' 
richtig für alle A von 0^ bis 90°. Man könnte diese }3etrachtang8- 
weUe leicht fortsetzen, und es ist das Gesetz aach in den ange- 
gebenen Gliedern bereits deutlich ausgesprochen. 
Man hat nun eben so: 

A 

cos A = 1 — 2 810* "2 > 

aber nach (27) . A ^ a . ,A ^ a* 

«»2<27'*"' 2<4? 

»'^ COSA > 1-4(1)'- (»') 

Ferner nach (27) 

• » 1 ra\' . a* 1 



(27) 
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co.A<l-i(i)'+2-:k40)- 0>') 
Weiter nach (27) 

2^2r S.2*W +16.2»V.r>' ' 



mithin 



w>'2< 



oder d'' 2^ (7) + 2^' 63 < 

^ ».A>,-,(0'+|i,e)'-i^(7)' 

u. s. w., d. h. ., 
cosA< 1, 

^^"■^(t) +2^:4(7) ""2.3.4.5.6(7) • 

Die Besiehungen (27) un^ (28) geben ganz deutlich zu erken- 
nen, in welcher. Weise sinA und cosA» namentlich wenn;A niclkt 

über 46° ist, wo .dann — < 1 , berechnet werden können. Setzt 

r 

man. z. B. , * ^ 

smA=i-2^(^) +2:3^(7) =7t~*(7) 

+ I20G) 1 
80 bt der Fehler, den man dadurch begeht, weniger als 



2 
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2f IV 10 

und man hat sin A etwas zu gross. Für A = 10° z. B. ist a = — „ ' 
= 18* 7=18' 

mit einem Fehler kleiner als (^jg) = 0;00000000098, so 

dass aUo auf 9 Dezimalen genau der ün 10* gefimden werden kann. 
Hfttte man gesetzt: 

so wäre der Fehler kleiner als 

2....9Vry 362880 Vr^ 
und würde fürA = 45 ^ also ^ = ^ betragen : 0 00000031 und hätte 

also erst in der T**** Dezimale Einflns«. 

Es geht ferner aus diesen Bezieliungeu hervor, mit weichem 
Rechte mau für kleine A etw a 

sin A=*, oder 8inA=* — i T-^ , 

cosA=l, odercosA=l — i^"") 

setzen darf, d. h. welches die oberste Gränze des begangenen Fehler ist. 

Da, wie man leicht findet: 

A= 29' noch i < 0 0000001, 

A=:5*66'32" „ 7^ r-V< 0-0000001, 

120 vr>' 

A= 1'32" „ i (^1) < 0-0000001, 
A = 2«lö'18- „ 1 (7)'<^'< 



für 



0000001 * 

180* 180.00.00" 

* Di« Bendinniig dieser GrtMMi ist die folgtiide. 8ey A =s — = » 
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80 darf man ubo, ohne einen Fehler in der siebenten Dezimalstelle 
zu fttrchten za haben: 



bis A = 


r32" 


setzen cosA 


« A = 


29' 


n sinA 


. A = 




„ cosA 


« A = 




n sinA 



a 

7 



Diese letztem Beziehungen sind natürlich schon an nnd für sich 
von grossem Interesse und wir werden später anch Gebranch davon 
za machen Grelegenheit haben. Wir wollen nun zunächst fftr eine 
Reihe von Winkeln die trigonometrischen Funktionen aus den Tafeln 

bestimmen, und umgekehrt die Winkel aus den gegebenen trigono- 
metrischen Funktionen. 



a »f , 
so i&t — = —t und man setze } 
r n 

^l^-J = 00000001, n = ^ logn = 2 57 10994, 

V 0 0000006 

„ W b,i20J5öl«9 = 8-a«)*7*6. m-^: = 1789-7" = S8'69•7^ 
n II 

iisIm29'. 

ÖöClX = ° = logn = 1-4813136, 

V 0 0000120 

- 180.60.60 180.60.60" ^i,^^.JL. \ 

log = 4*8902614, =21382"=6*66'88", nahe 6«. 

n n 

if-Y = O-OOOOOOX. II * , logn = 8 «4e63«. 

« Vn ^ V 0 U00U002 

, 180.60.60 180.60.60" 
n n 

^ (^)* = OOOOQOOl. n = * , logn = 1-9080971. 

" VO-0000024 

n n 
IMe obon botnditolo GrSiao M IlbrigMU g^oleh der Lange einet nrft einen 
Halbmester = 1 swischen den Seiten des Winkels. A gesogenen Kreisbogens. 
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§. 17. 

1) Zu suchen: 

log siD 54*' 13' 19*7''. log ig 30^ 50' 27*6". 

Mg sin 54^ 13' = 9*9091461, log tg 30* 60' = 9-7769077 
19*7.16'17 = +299 27-6.4r-83 = + 1320 

logßin 54° 13' 19-7" = 9-9091760 log tg30° 50' 27-6" = 9*7760397 
logcos74°57'26-9". log cotg86"32' 24-5". 

Iogcos74'57'=9'4144082, logcotg86"32'20"=:8-7816216 
26-9.78-36 = -2108 4-6.349'5 r3: - 1573 

logco874'67'26-9"=9-4141974 logcotg86<>32'24-*6"=r8*7814643 

2) Es sollen die vier trigonometrischen Funktionen von 
102*22'66-8" gesucht werden. Nach §. 9 kann diess in doppelter 
Weise geschehen, indem 

102" 22' 56*8" = 90?4- 12''22'5f>-8" = 180** — 77"37'3-2" 
log cos l^*fe: =9-9898043 



56-8.4-62 


= —262 


log sin 102'* 22' 56*8" 


=.9*9897781 • 


log sin 77*37' 


= 9*9897766 


3-2.4-62 


= +15 


log sin 102*22' 66-8" 


= 9-9897781 


log sin 12" 22' 


= 9-3307527 


56-8.95-98 


= +5451 


logcoßl02"22'ö6-8" 


= 9*3312978(— 


log cos 77*37' 


= 9*3313286 


3-2.95-98 


= - 307 


log cos 102* 22' 56*8" 


= 9*3312978 (— 


logcotg 12*22' 


= 10-6690616 


56-8.100-59 


= —5713 


log tg 102° 22' 56-8' 


'= 10-6584803 (• 


logtg 77° 37' 


= 10-6684481 


3-2. 100-59 


= +322 


logtg 102* 22' 56*8' 


' =± 10-6684803 


logig 12*22' 


= 9*3409484 (- 


56-8.100-69 


= +5713 



logcotg 102" 22' 56-8" = 9-34]5197(— ) 



* Das zngefBgte ZddMii (-.) bedeutet, dtta eos IQ2<*22'66*8" negtUb iit{ 
ilmlacbe Bedeutnng kommt demeelben Zeiefaen in den fügenden Flllen lo. 

* 

9 
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logcotg irSV =:9-3415519 

3- 2. 100-59 =r —322 

h^g^g 102»22'66-8" = 9-34161 97 (—) 

3) Die vier trigünometrischen Funktionen von 196" 13' zu suchen.- 

• I96n3' = 180*'+16'13' = 270" — 73*47'. 

log sin ie*iy = 9-4460250 
log sin 196* 13' = 9-4460260 (-) 

lo g cos 73" 47' = 9-4460250 

T^g sin 196" 13' = 9-4460250 (-) 

l ogcoB 16° 1 3^^9 -9823 674 
T5gcöiri96'' 13' = 9-9823674 (— ) 

jpg sin 73"^ 47' = 9-9823674 

log cos 196*" 13' = 9*9823674 (— ) 

Jogtg l 6M8' = 9-4636576 

1 96" 13' = 9-4636576 (+) 
. logcotg 73"47'^ 9-4636 576 _ 

log tg 196*' 13' = 9-4636576 (+) 

logcotg 16M3^ = 10-536 3424 

logcotg 196" 13' = 106^63424 (+) 

log tg 73°47'"- 10-5363424 

log cotg 196* 13' = 10-6363424 (+). 

4) Die vier trigonometrisclien Funktionen von 300° 47' 20" zu 
suchen. 

300*47' 20" = 270»+ 30» 47*20" = 360» — 69' 12' 40". 

log cos 30° 47' =9-9340482 

20.12-55 = —251 
log sin 300''47' 20" =9-9340231 (— ) 
log sin 59n2' =9*9339729 ^ 

40.12-56 = * +502 
log sin 300« 47' 20" = 9-9340231 (— ) 
log sin 30»47' =9.7090943 

20.35 -3 3 = + 7Q*r 
log cos 300" 47' 20" = 9-7091650 (+) 
log cos 59«^ 12' =9-7093063 

40.35-33 = —1413 
logcos300*47'20" = 9-7091660(+) 
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loffcotff 30*47' 


= 10*2249538 


20.47*88 


= —958 


log tK 300^47*20'' 


= 10'2248580(— ) 


loßtß 59" 12' = 


1 10-2246666 


40.47-88 = 


+ 1915 


log tg 300" 47' 20" = 


= 10-2248581 (—) 


log tg 30" 47' 


= 9-7750462 


20.47*88 


= +958 


Iogeotg300'47f20'' 


= 9-7751420 (—) 


logcotg 69'12' 


= 9*7753334 


40.47-88 


= —1915 



log cotg300"47'20" = 9-7751419 (—). 
Pbige Beispiele umfassen alle vier Quadranten. Ist ein Winkel 
über 360", so lässt man von ihm so viele Male 360*^ weg, als diess 
möglicli ist (§. 9) und sucht vom Rest die trigonometrische Funk- 
tion. Zur Uebung legen wir vor; 

log co»571*41' 48-8'' = 9*9298478 (— ), 

log cotg (— 1083*37'491") = 1 1 1975978(— ), 

log sin 785" 24' 10" 9-9586863, 

log sin (— 933" 0' 40-1") r= 9-7362387, 

logcotg907" 19' 26" = 10-8910065, 

logco8(— 1586" 18'3ö-7'0 = 9-9201496 (—), 

log sin 686* 1 1' 48*8'' = 9*7453409 ), 

log tg (— 566*33' 54*2") = 9*6989700 (— ), 

log tg 939^37' 40" = 9*9180770, 

log sin (— 842» 54' 4-6") = 9-9240764 (— 

log cos 1325" 47' 32 • 1 " = 9-6 1 28330 (— ), 

log cos (— 974" 46' 26 9" ) = 9-4193356 (— ). 

§. 18. 

Ist nun umgekehrt der Logarithmus emer trigonometrischen 
Funktion eines Winkels gegeben, so kann letzterer den Tafehi ent-' 

nommen werden, vorausgesetzt, dass man zuvor wisse, in welchem 
der vier Quadranten der Winkel liege. Dazu genügt es (§. 9) die 
Vorzeichen von Sinus und Cosinus, oder von Sinus und Tangente 
zu kennen, ^elch letzteres offenbar auf das erste zurückkommt. 

Die im ersten Quadranten liegenden Wbkei können aus den 

. -• 

4* 
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52 Zweiter Abiehiritt. 

Tafeln i^anz anmittelbar entnommen werden; liegt der Winkel im 
zweiten Quadranten, so snelit man den Winkel im ersten Quadran- 
ten, der dieselbe trigonometrische Funktion hat, und subtrahirt ihn 
von 180**; läge der Winkel im dritten Quadranten, so hätte man 
jenen Winkel des ersten Quadranten zu 180° zu addiren; endlich 
müsste er von 360^ abgezogen werden, wenn der \yinkel im vierten 
Quadranten liegen wfirde. 

Das« man hier nicht Qher die vier Quadranten hinausgehen wird, 
ist klar, da ein Zu» oder Abzählen von 360* ganz beliebig gestattet 
ist (§. 9). 

Wir wollen nun wieder einige Beispiele als Muster aufstellen« 

1) logsinx^ 9-7362387(4-), cosx ebenfalls positiv, 
log sinx = 9-7362387 

Iogsin33*0* = 9-7361088 4|nf = 40-08", x = 33'0' 40*08" 

1299 

2) logcotgx — 101317658(-|-)> sinx ebenfalls jpositiv. 
logcotg.x 10- 13 17658 36" 26' 60" 

togcotg36°27' = 10-1315840 ^^ = U'2'\ —412 

1818 x = 36*^ 26' 18-8" 

3) iogtgx = 10-3I76782(— ), sinx positiv. 

log tgx= 10-3176782 179*59'60" 
log tg 64* W = 10-3176136 ^^ = 12 0", — 64 18 12 0 

t)47 ^^^^ x = 115'»41'480" 

4) log sin x = 9.7958800 (— ), cosx negativ. 

log sinx = 9-7958800 ^ 180^ 
log8in38U0' = 9-7957330 :|l^==öö-8", + 38 40'55 8^' 

1470 ' x = 218'>40'56-8" 

5) log tg X = 9*7408015 (— ), sin x ebenfalls negativ. 
logtgx=: 9-7408016 369»69'60" 

log tg 28* 60' = 97407672 ;^ö = 6Ö", , —28 '5 0 6*8 

343 x = 33 9' 53-2" 

6) logcotgx= 1M976009(+), sinx negativ. 

logcotgx^ 111976009 3*»37'50" 180 
Iogcotg3°37'50" = 111975677 —09 +3 37' 49-1 

332 3*37' 49-1" x = 183*37' 49-1" 

332 



333*4 



= 0-9" 
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7) logcosx 3= 9-9201496 (— ), sinx positiv. 

logeMX=9?201496 33«41'60" 179»59'60" 

log cos 33 ^42^ = 9-920099 4 — 35 '7 —33 41 24'3 

502 33*^41' 24-3" x = Uü** lö'35-7" 

.^3= 36-7" 
1404 

Zur üebuiig legen wir noch Vor: 
logtgx = 9-6989700 (+), sin x negativ, x = 206*^33' 54-2", 
logcosx = 9-6956033(-^>, sinx positiv, x = 119^ 44'4J'6", 
togcotgx = 9-8750611 (— ), sinx positiv, x= 126*52' 116", 
. . logsinx = 9-9240764 (—), cos X positiv, x=302« 54^ 4-6", 
log tgx= 10-2649570 (-f), mhx negativ, x = 241 «29' 4-5", 
!og8inx== 9-795:^500 (+), cosx positiv, x = 38*37' 34*5", 
^logco8X = 9-4193355(~-), sinx negativ, x = 254«46' 26 9^ 
^ .iogcotgx= I0 I368230(~), cosx positiv, x = 323* 52' 47". 

Es vensteht sich von selbst, dass weno zwei trigonometrische 
Funktionen desselben Winkels etwa gegeben wären, clieselben den 
in 3 nnd 4 aufgestellten Beziehungen genügen mttssen. 

§. 19. 

In den Anwendungen liegt die Angabe gewöhnlich so, dass 
man die trigonometrischen Funktionen in grössere Ausdrücke mit 

verflochten erhält und nun aus diesen Ausdrücken vermittelst loga- 
rithmischer Rechnung gewisse unbekannte Grössen suchen muss. 
Wir wollen diess an einigen Beispielen erläutern, die zugleich statt 
.allgemeiner Darlegung dienen sollen. 

— 8'p70*34M7" 
1) x-.2113 4.^j^^.28'g^.y„. 

iog 2113-4 = 3-3249817 
log sin 70« 34' 17" = 9-9745378 

E . log sin 42^ 28' 59-7" = 0« 1 704552 * " 



log X = 3-4699747 



* Das Yontiehsn E bedantet dia dakadicoha Erginxung, «alcha man 

ciliält, wenn man statt des betreffenden Logarithmus diejauige Zahl aotduraibfe, 
deren Ziffeni mit jenen des Logarithmu-^ 0 botra^oi). Mau hat nämlich: 
log x= log 2 113-4-1- log sin 70" 34' 17 " — log sin 42" 28' 59 7" 
^ 3-3249817 -j- 9-9745378 - 10 — ["9-8295447 - 10] 
= 3-32498 17 -1-9-9745378 — 10 ^ f ^ 0. 1704552J 
= 3-3249817 -h 9 9745378 4- 0 1 7045&2 — 10, 
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sin 24« 8' 46" 



2) x = (>600. 



cos 31 »49' 60". cos 34*'!' 25"* , 
Iog6500=:3-8129134- 
log sin 24 ° 8' 46" = 9'6 1 1 7876 
E . log cos 3 1 ° 49' 50" = 0*0707796 x = 377ö'd6. 
£.logco834'' r26" = 0*0816466 

logx= 3-6770271 
V72Ö log 2 = 0-3010300 
3)«mx = 2— . i log 720 = 1-4286662 ^^^.^g.^.^,, 

E> log 64 = 8- 1938200 * ö»Oü.. 
log8inz = 9-9236162 
. ^ 8227-32 sin 38^37^38'3" 

V '^^""7014-238mö2»44'22-2"' 

log 8227-32 = 3-9152584 - 
log sin 38'' 37' 38-3" = 9-7953600 

E.log7014-23 = 6-1 540199 x = 42'' 36' 49*8 
E.Iog8iD62°44' 22-2" = 0 099 1462 
logtgx = 9*9637846 

-V 61612-06 1 

cotgx— 93gg.2g •tg35«23'6"* 

log51612()6= 4-7127512 
E. log 9389-28= 6*0273676 
E . log tg 35 ° 23' 6" = J)- 1 4857 70 
logcotgx= 10-8886968 

^ tgll^3&*52-l" 

^ tg56°24'4-5"' 



x = 7«21'461". 



was ganz offenbar auf das im Texte Angegebene herauskümmt. Statt also den 
Logarithmus einer trigunometrischen Funktion zu subtrabiren, wird man bloss seine 
dekadische Ergänzung addiren. ' 
Im dillfeMi Beispiele wäre: 
log sin z = log 2 + 7 log 720 ~ log 64 = 0^10800 + 1 '4286662 — 1-8061799 
= 0-3010300+ 1*4286662 + 10 — 1*8061709 — 10 
= O-3OI0800+ 1*4286662+8*1988200-^ 10, 
so dan UM« statt dan Logaiitlimas einer Zahl sa sabtralureii, die d^adisebe Ei^ 
ginaong destelben addirfe, aber mn der Somaie tdiliesslieli 10 weglassen nmse. 

* Die Bedevtnng dieeer Abkftnong ist in der ▼orangebenden Note benüs 
eiÜUifeeit. 
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log ig IV 39' 52- 1" = 9-314a)l 1 
E log tg 56 " 24' 4-5" ♦ == 9'82 24080 — 10 x = 1 72° 1 1' 26-4". 

logtgx = 9 1 372091 (-) 

V gm5"23'24".sin66°5r2 '^ 
Bmll6*41'44''.8m43*27'18"* 

log sin 5« 23' 24" = »728253 
log sm 66 61' 2" = 9*9«3543B 

E.log8inll5«41'44" = 00462218 x = 20« 28' 15.9". 

£ .log sin 43« 27' 18" = 0-1625474 

19 1441380 
dividirt durch 2 : 9 5720690 = log tg x. 
8) x = 8578ml02*22'ö6-8"+l098ooB210n'26-8". 
log857 = 2-9329808 
log sin 102« 22' 56-8" = 9*9897780 857 sin 102»22' öe*8" 

2-9227588 . =837*004 

log 1098 = 3-0406023, 
lpgC08210" l'26-8'' = 9^9374251 (--) 

2-9780274 ( -) 
■ 1098 CO» 210° V 26-8" = — 950665 

x=: — 113-601 
_ coB 24* 1 0' 8" cotg 64* 68' 59-5" 
^) cos 115° 57' 48" ' 

log cos 24° 10' 8" = 9-9601579 

logcotg64«58' 59-5" 9-6690051 v = 136 «47' 55-2" 
E . log cos 1 16° 67' 48" 0-3587283 (— ) 
logtgx = 9-9878913 (—) 

' 520.sin2H'>25^ 

lOJ cotg X — . gin 238* 16' sin 32« 62'' 

log 520= 2-7160033 

• log sin 23° 25'= 9-5992441 

E.log312=.. 7-5058453 14507.46.8.. 
E.log8in238°16'= 0 0703229 (—) w 1 . 
E.logsiD32°62'== 0-2664614 . 
logcotgx = 10*1568670 (— ) 

* Da log 1258*24' 4 5" — IG' 1775919, so wird man zuerst 10 abziehen, 
durch — 10 angedeutet ist, und danu die dekadische Ergänzung Ton 0*1)76818 
tdduren. 
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325*64 6in68*42' 



11) smx = 



416-64 

lüg325-54 = 2-5126044 

E.log415-64 = 7-3812826 ^ — ^^ oi *i » . 
log sinx = 9-8631ö9(Jrf— ) 
Diese Beispiele mögen genfigen. Wir haben in denselben je* 
weils ffar x den kleinsten positiren Winkel gewählt, der der Aufgabe 
genügt. Wir wollen jedoch hier noch die üntersuchnng fkber die» 
jenigen Winkel beifügen, welche dieselbe trigonometrische Funk- 
tion haben. 

1) Sey bloss gegeben: 

sin X = a 

und a positiv, so wird man ftr x einen zwisclien 0 und 90® liegen- 
den Winkel erhalten;, derselben Gleichong genügt aber auch der 
Winkel ISO^' — x (§. 9), so wie alleWhikel, die man durch Zu- oder 
Abzählen von 360* von diesen zweien erhält-; 8o dass x, 180* — x, 
n.aöO^'+x, n.360'»-f 180"— X, x — n.360°, 180"— x - n . 360», 
wenn n=r 1, 2, .... ist, alle möglichen Winkel sind, für die t.inx = a 
ist. So würden im Beispiel Kr. 3 für x erhalten werden können: 
66"59'5'', 123^0' 66", 360" +56" 69' 6", 2.360"+ 56" 59' 6", .... 
360*+ 123*0' 66", 2. 360^ -f 123*0' 66", 123*0' 66" --360*, 
123*0'^6"— 2.360*, 66*69' 6"— 360*, 56*69' 6"— 2.360*, .... 
' Ist a negativ, so erhält man fftr x einen zwischen 180* und 270^ 
liegenden Werth, und alle Winkel, für welche sinx — a, wären: 

X, 540" — X, n.360° + x, n. 360" + 540° — x, x — n.360", 

640"— X— n.360". 

Dass der Werth von a zwischen l wid + 1 liegen muss, ver* 
steht sich von selbst. 

Wäre a= 0, so hätte man die Wmkel: 
0, 180", n.360*, n. 360*+ 180* — n.360^, ^n, 360*+ 180*. 

2) Sey bloss gegeben : 

cos X ~ a, 

und a positiv, so erhält man einen zwischen 0 und 90" liegenden 
Winkel, und alle Winkel sind : 

X, 360*i— X, n.360"+x, n. 360"+ 360*— x, x — n.360", 

3(500—x — n.360*. 
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Ist a negatiy, 80 erbAtt man einen zwischen 9(f nnd 180* liegen- 
den Winket x, und alle Winkel, flir welche cos x = a ist, sind : 

X, 360" — X, n.36ü°+x, n .360*^ + 360° — x, x — n. 360", 

360" — X — n.360°. 

Für a = 0 hat man die Winkel 90", 270", 90" + n . 300", 
270" + n . 360», 90" — n . 360", 270" — n . 360". 

3) Sey bloss gegeben: 

tgx=a ' 

and a positiv, so erhftlt man einen Winkel r zwischen 0 nnd 90*, 

und alle möglichen sind: 

X, n.l80"4-A, x~-n.l80". 

Für ein negatives a liegt x zwischen 90" und 180", die Winkel 
sind aber wie so eben bestimmt. 

Für a = Ohatman 0, ±n.l8Q". 

4) Sey endlich bloss gegeben: 

cotgx = a, 

so erhält man fiir ein positives a einen Winkel zwischen 0 und 90", 
für ein negatives zwischen 90" und 180"; alle Winkel sind alsdann: 

x, x + n.l80", X — n J80". 

Ist a — 0, so hat man 90", ± n . 180" -f 90". 

Wir fügen schliesslich noch das Verfahren bei« nach welchem 
man ans den Tafeln, wenn man den Logarithmns einer trigono- 
metrischen Funktion dnes Winkels kennt» den einer andern Funk- 
tion desselben Winkels bmdmen kann, ohne den Winkel selbst 

« 

aufzuschlagen. 

Sey X der unbekannte Winkel, X eine trigonometrische Funktion 
desselben (z.B. sinx), die man kennt; ^ eine andere tiigonometri- 
sehe Funktion von x (z. B. tgx), die man sucht. (Genauer gespro- 
chen: Man kennt logX und sucht log|.) In den Tafeln wird nun 
logX nicht gwadezu enthalten seyn; sey also in der gehörigen 
Kolumne logX' der nächst vorangehende, logX'' der nächst folgende 
Werth, so wird man in denselben ITorizontalreihen log^' und logf" 
erhalten. Sind x', x" die zu X' und X", also auch zu |' und ^" 
gehörigen Winkel, so Ijat man nun (§. lÖ) : 

log X" — log X' : log X — log X' = X" — X' : X — X' 
log — log I' : log I — log I' = x" — x' : X — x', 

d. h. 
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logX'' — logX'.logX— logX' = logr' — logr :log logr 

iog« logX" — logX' 

I (togX-10gXO(lo,r-10gr) ; 

Die Differenzen log X" — log X', log |" — log f stehen nicht 
geradezu in den Tafeln, wohl aber deren 60*" Theü, wenn die Tafeln 
von Bfinnte zu Minate gehen; da aber diese beiden Grossen in ein- 
ander dividirt sind, so kann man offenbar ihren 60***Theii, d. h.*<fie 

entsprechende Differenz für V, für sie setzen. Wir ivollen an einem 

Beispiele zeigen, wie diess Verfahren anzuwenden ist, Sey gegeben 
log sin X = 9*9340231, man soll log cos x, logtgx, logcotgx be- 
rechnen. 

1) log X' =9*9339729, Di^V':s^l2,'ö&^ log 1' =19*7093063, 
Diff.l" = — 35*33, logX = 9-9340231, logX— logX'=:502 

(logX-^logXQQogr-logr) _ 502.35 33 _ _ 
logX"-logX' 12-55 

logr = 9-7093063 

— 1413 
. logcosx = 9-7091650 

2) log X, logX' wie vorhin, logr=10'224(>66(), Diff.l''=r47'88* 
OogX^logXO(logr-logn _ 1 502.47-88 

logX" — logX' 12-56 — 

logr=: 10-2246666 

+1915 

logtgx=: 10-2248581 

3) logX', logXwiefrüh€r,logr=9-7753334,Diff.U'=~-47-88. 
(logX— togXQQogr'-logr) 502.47'88 _ , 

logX"-logX' ~ 12-55 " 

logf' = 9-7753334 

— 1915 
log cotgx — 9-7751419 

Der Winkel x ist übrigens =- 59" 12' 40''. " 
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teaAkmig dar ItnMk», od«r ipMidto Wgmmltdt. 

§.20. 

Die nftclwte Anwendimg der seither dargestellten Lehren ist die 

auf die Auflösung der Dreiecke. Die Geometrie lehrt, dass wenn 
gewisse Theile eines Dreiecks gegeben sind, die übrigen durch Zeich- 
nung daraus abgeleitet werden können; die Rechnung hat nun ebenso 
nachzuweisen, wie durch dieselbe aus den gegebenen Stücken die 
nnbekannten geflmden werden können. Wenn anch nicht gerade 
nothwendig, wollen wir doch zuerst das rechtwinklige Dreieck be- 
trachten, da die in demselben vorkommenden Fälle so einfkch sind, 
dass sie ganz wohl als erste Beispiele der Anwendung dienen kön- 
nen. Was die Bezeichnung anbelangt, so werden wir künftig immer 
die drei Winkel eines (beliebigen) Dreiecks mit A, B, C, die ihnen 
entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnen. Für unsern Fall 
sey B der rechte Winkel. Wir haben non folgende FiUe zn be- 
trachten: * 

1) Es ist die Hypothennse nnd ein spitzer 
Winkel des Dreiecks gegeben. Also bekannt 
sey b nebst A, so ist 

^sscosA, c=bcosA; ^ = sinA, a=bsinA; 

D « D 

0 = 90*'— A. 
£9>6n so wenn b nnd 0 bekannt wäiren: 
a c 

r- = coßC, a = bcesC; r = wttCj c=:b8inC; A = 90*' — C. 

D' . D 

Als Beispiel wählen wir: 
b = 475-28, A = 54' 28', also C '= 90* — 64" 28' = .35" 32'. 
log b =-'2-6769495 log b = 26769495 

> log COSA = ^9-7643080 logsinA = .991 05057 

logc = 2-4412675 log a = 2*5874552 

c= 276*221 a= 386-772. 
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% 

2) Eb iBt eine Kathete und ein Winkel gegeben. 

c c a 

r- = co8A, c = bcosA, b = T-; — = tÄA, a = ctgA; 

b cobA c 

C = 90»— A. 

a £1 c * 

r = 6mA, a=:b8UiA, b= -r—r; -=cotgA, es=aGotgA; 

b smA a 

0 = 90'' — A. 
c = 312, A = 4*34'62-4", also C = 86«26'r-6". 
logc = 2*4941546, logc = 2*4941546 

E . log cos A = 0*0013896 log tg A = 8 9 037856 

logb = 2-4955442 log a = 1 3979402 

b= 312-9999 a= 250000. 

3) Es sind die beiden, Katheten gegeben. 

tgA= ^, tg C=^, b = Va'+c* oder ^== sinA, a = b sin A, b= 

0 = 135*9, a = 206*893. 
loga= 2-3136417 logc= 2*1332195 loga= 2*3136417 
Elogc= 7*8667804 E log a = 7*6863582 E logsin A = 0*0785272 

logtgA=: 10-7804221 logtgC= 9-8195777 logb= 23921689 
A = 56'' 34' 23-2" C = 33''25'36-7" b = 246-699. 

4) Eb ist die üypothenuse und eine Ka^thete gegeben. 

8inA = ^» cosC::^^, c = Vb' — a' = V(h + a) (b — a). 
D 0 



cosA=:~ sinC = p a = Vb' — c« = V(b + c)(b — c). 

b^^a b ~^~a 

Auch zieht man hieraus : 1 — cos C = . , d. h. 2 sin* i C = — r— , 

b D 

'"° tC = "2^, «nie = V "älT- 

^Im zweiten Falle sin^ A = \^*2b")* 

a = 760,b = 76L 

log a = 2*8808136 log (b + a) = 3*1821292 , ^ 

E log b = 7 1186 153 log (b - a) = 0^ 

logsin A = 9-9994289 3-1821292' 

A = 87" 3' 44-5" ' logc= 1-51)10646 

C = 2'» 66' 15-5" c = 39000 
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log (b — a) = 0-0000000 

Elogb = 7-1186152 
E log 2 = 9^)989699 
16-8175851 
log sin = 8-4087925 

C = 2' 66' 16*4" (genauer ♦). 
AIb Beispiele zur üebung mögen folgende Angaben dienen: 
a = 308, c = 75, b = 3l7, A = 76M8'62", C = 13»41'8", 

a = 204, c==:253, b = 325, A = 38°52'48-3", C = ol"7' 1 1-7", 
a r^ 48, c=r575, b = 577, A = 4M6'18-8", C = 85» 13' 41 '2", 
a = 240-501, c= 311-172, b = 393-28, A = 37»42', C = 52»18', 
a=136, c = 273, b 305, A = 26"28'51-7", C = 63»31'8-3", 
a= 109032, c = 68-764, b =128-9, A= 67»46'64'V 0=32" 14' 6". 

Die einfachste Anwendung dieser Sätze ist die anf die Höhen- 
inessnng. Ist BG ein senkrechter Gegenstaad, nnd man misst AB 
nebst dem Winkel A, so kann man BC leicht berechnen* 



§. 21. 

In §. 15 haben wir schon einmal die regel- 
mässigen Vielecke im Kreis and die demselben 
niDschriebenen betrachtet. Wur wollen nun hier 
die Formeln zusammenstellen, welche auf die- 
selben Bezug haben. 

Sey AB die Seite eines regelmässigen Viel- 
ecks von n Seiten im Kreis, r der Halbmesser des 
Kreises; CG senkrecht aufiVB, DE senkrecht auf 
CG, so ist DE die Seite des regelmässigen Viel- 
ecks von n Seiten, das dem Kreise umschrieben 
werden kann. 

Bezeichnen whr nun die Seite AB mit s,- die 



Kg. 13. 




360" 



180" 



DE mit S, so ist AF = t s, DG == t S und AGB = AGG = ^ , 

piithin da CA = CG = r: 



,s . 180» . . 180» 

4— = 8ui , 8 = 2rsin — 

'r n n 



* Man wigleicfae hiemit das in S.dO G«nfte. 
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verndttelst welcher Fomehi s und S mtu r berechnet werden. Um- 
gekehrt folgt danuis: 

8 ß 180^ 

2 sin 

n 

wenn man r aus s oder S sucht. Man hat übrigens auch: 
S 1 e lÖÖ" q: 8 

r, S = O COS , O = 



180»'"~ n ISO«- 

gm cos cos — — 

n • n n 

Da CF 180" 180^ 

r n . , n 

80 ist die Fläche des Dreiecks AGB : 

180« . . 180° 180« , , . 360» 

is.r.cos =r*8m cos = Jrsm-— 

' n n n n 

(§. 14 Formel (19)). 

ist also f die FIftehe des regelmässigen n£oks im Kreis, so ist 

fs^tnr'sm . 

£ben so ist die Fläche des Dreiecks DCE: 

t 180° 
iSr = r»tg— , 

also wenn F die Flache dee nm den Kreis beschriebenen Vielecks ist: 

F=nr«tgi^\§.15). 
n 

Umgekehrt zieht man hieraus : 



V2f \/F ^ 180« 

nsin 

n 

Wollte man ans dea Seiten s und S die Flächen erhalten, so 

hätte man: 

. . 180» 180" 

^ » ns sm— cos 

, . . 360» in. 8« . 360» n n. 

fci».r'8m-jp==— -fgöösm — = ■ 180« . 

4 sm* 4 sm* 

, n n 

ns* . 180*^ 



= — \ cotg 



4 • ^^^^ n 
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,180* S* ,180" 180» 
F=n.r"tg— =n. jcotg*— tg — 

woraus dann umgekehrt fo]|^: 



nS» 



180' 



— tg — , s= VI — — . 

Wie man ttberhanpt diese Formehi weiter Terbinden kann, ist 
leicht zu llber&ehen. Sey z. B. ' 

f= 24127-94, n = 37, — =4!'5V 53'5l", — =9*43'47 02" 



log fr= 4-3825202 
k)g2=: 0-3010300 
E. log nr^ 8-4317982 

E. log sin— =0-7721112 



n 

log f= 4-3825202 
log 4 = 0-6020600 

log tgi^ =8-9299934 

E.logn = 8-431 7982 
2*3463718 
log8 = 1-1731859. 

s = 14-8998 



3-8874596 
log r= 1-9437298 

r=: 87-8475 
Stellt ACB ein gleichschenkliges Dreiec k 
vor, in welchem AC = CB und man zieht CD 
senkrecht auf AB, so ist AD = DB, ACD — 
BCD und man hat also zwei rechtwinklige 
Dreiecke. Sey nnn AC=:CB = a, AB=c, 
A=B, so ist 

AD = ic = ACco8A = acosA, c = 2acos A; ^ 
AD = ^c=:ACsin^C = asin^C, c = 2asinJC. ^ 

Dass diese Autlösung ganz unmittelbar ihre Anwendung findet, 
wenn in einem Kreise eine Sehne gezogen wird und man die bei^eii 
Halbmesser an ihre Endpunkte zieht» ist klar. Ist in der vorher- 
gehenden Figor 13 die Sehne AB = s, der Winkel ACB=a;^ der 
Halbmesser AC = r, so ist also 




s = 2rsin^a, r = 



2sinta* 

die Fläche des Dreiecks ACB ist; 

AB . (jj^ 2r8in^a.rcos^ft r'sina 

2 2 ~*"~2~* 

Bezeichnet man die Länge des Bogens AB durch Bog.cv, so ist 
also die Fläche des Abschnitts AFBG: 
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r'slna • 
ir.Bog.a 

Sey £. B. r = 824 7, a = 94*26' 12« = 389972" und 

_ 2171.339972 _ rrr. 339 972 
Bog.a— " 180.60.60' 

log r = 2-9 162960 logBog. a = 3* 1333 1 40 
log7r = 0-4971499 log r = 2-9162960 

log 339972 = 5*5314432 £ . log 2 = 9 6989699 
E . log 180 . 60 . 60 = 4-1884249 5*7485799 
logBog. a = 3-1333140 Bog. a = 560505*5 

log sin « = 9-9986967 
2 log r-^ 5-8326920 
£.10^2 ^9-6989699 
5-5302586 
Ir* sin 0 = 339046-0 
Abschnitt = 560505*5 — 339046*0 = 221459*5. 

Anmerkung. Eine weitere hiehergehörende Aufgabe wäre etwa die folgende : 
Man kennt die Halbmesser R und r zweier Rollen, sowie den Abstand a ihrer 
3littelpankte und soD die Länge des Riemens berechnen, der über beide weggelegt, 
■i0 imiaehliugt. ^ 

Der Bienen ist gemeinscliaftliclie Tangente an beide Kieise. Seyen nlso C, e 

die lütteipmlcfte der swei BoHen; D, d die swei Pnnkte, in denoi die gemein- 

idtafUielie Tangente die svei Kreise berOhrt, so gibt es swei andere Pnnkte ly, d'^ 

die nnteriialb Ce Hegen, in deneOmi Weisen wie D and d oberiialb Ce (die Kon- 

strnklion der Figor ist selir leidit und Ueibt den Leser übedassen). Seyen nun 

£, e die iwei Punkte, in denen die nach beiden Seiten yerlAngerte Gc die svei 

Kreise trifft, so ist der halbe Riemen = Dd-f- Bog. de -{-Bog. DE. Nun, ist aber 

der Winkel DC£ (wem &> r) ein stumpfer = 180* a tad man hat» wie leiefat 

j 

enriditUoh, «s=dce, nnd oosas , wodurch a bestinnnt wird. Dann ist 

\-. ■ • . ■ ■ , a 

^ M « •-■ 2rir.a „ ' „ 2R7r(l80"— a) ^ ,*w»«'' 

Beg, de = Beg. « - 36^60760 ' « ««* = 360.60.60 / ^« « «»d ISO* - « 

in Sekunden ausgedrückt werden. Femer ist Dd = Va* — (R — r)*, also ist die 
Länge des Riemens = ' ' ' 



4r:ra , 4Rrt(180" — a; 



V» ~360.60.60^ 360.60.60 ' 
Sollte eine Kreuzung des Riemens (zwischen den swei Bollen) vor sieh gehen, 
so wire jetst die Liktge des Biemens = 

' -r 880.80. «0 ^ 30O.eO.flO >«"«=-x^ 
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§. 22. 

Wenden wir ans non zor allgememem Aufgabe, die nns in die- 
sem Abschnitte beschäftigt, so haben wir zunächst drei Sätze auf- 
zustellen, die uns in allen Fällen zur Autiösung der Dreiecke dienen 
müssen. Dieselben sind die folgenden. 

Erster Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
verhalten sich die Seiten wie^ie Sinns der ihnen entgegenstehen-» 
den Winkel. , 




Sey ABC das fragliche Dreieck, dessen Winkel A, B, C und 
dessen diesen Winkeln entgegenstehende Seiten a, b, c seyen. Man 
7\che CD senkrecht auf AB und sey CD = h, so hat^man für den 
FaU der ersten Fignr: 

siDA = ^, sinB = — , h — bsiuA, h = asinB, 
D a 

woraus folgt': b sin A = a sinB, b : a = sin B : sin A. 

Fttr den FaU der zweiten Figur: 

h h • 

sinA=g-, 8in« = — , «=180° — B, siDa = 8inB (§.9), 

h=bsinA, h = asinB, bsinA^asinB, 

b:a= sinB : sin A. 

Also immer; 

# 

a : b sin A : sin B, a : c = sin A : sin C, b : c ~ sin B : sin C. * (29) 
Zweiter Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
verhält sich die Summe zweier Seiten zur Differenz dieser Seiten, 
wie die Tangente der halben Summe der entgegenstehenden Winkel 
znr Tangente der halben Differenz der nämlichen Winkel. 

* Die zwei letzten Proportionen könnten ganz in derselben Weise bewiesen 
Verden, wie die erste ; doch ist ein Be^frim derselben nicht mehr nothwendig, so- 
bald dit onite bewiemn ist. Letsteie «nUhih nimlieh offenbar d«nB6W«it d«i aus- 
Lehzsateei» in welehem «odana die beiden andern unmittelbar ent- 
halten rind. Wir werden im Folgenden fortwährend von dieser Art »i aehtteMen 
' Gebiaadi machen, ohne besonders daran tu erinnern. 

DieHf er* ebene TfifoeoMliie.- 6 
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Dieser SaU Utost flieh aas dem ersten anmittelbar ableiten. 

Man hat nänOich nach (29) : 

b sinB b . - sinB , b ^ _ sinB «,^„„k--^«. 
- = — J-.|=: + 1, -—1 = ^7 — »f wenn b>a; 
a sjnA a ' sinA ^ a smA 

d.h. b+a sinB + sin A b — a sinB — sin A 

a sinA ' a sinA 

Dividirt man diese Gleichungen durch einander, so bat man: 



b+a sinB+sinA 



^ . B+A B— A 
2sui — ^ — .cos — - — 



b— 



-^§?^- ^ b;a . B ^(§-'^^— (^^» 

2cos— ^ — . sm — j — 



,,B+A 



cotg 



B— A 



tg 



B+A 
2 



d.h. 



2 B~A' 

tgi(B-A), 

tgUB-C), 
tgi(A-C), 



(30) 



b+a:b — a = tgKB+A) 

b4-c:b — c = tgKB + C) 
a+c:a— c = tgi(A + C) 
oder: 

a+b:a — b = tgKA + B):tgKA - B), 
c+b:c— b = tg4(C+B):tgi(C-B), 
c+»:c— a-tgi(C+A);tgKC-A), 
worin die eine oder andere Form angewendet wird, nachdem b > » 
oder a > b 0. s. w. 

Es lässt sich dieser Satz übrigens auch leicht geometrisch nach- 
weisen, und wir wollen diese Nachweisung, der Wichtigkeit des 
Satzes wegen, ebenfalls beifügen. 

Sey A > B, also a > b; man 
mache OD = OE b, ziehe DA und 
AB, EF parallel DA, so ist CA ^- 
=:CD, also das Dreieck ACD gleich- 
schenklig, mithin Winkel C (in AGB) 
= 2 CAD; ist ferner CEA = x, EAB 
= y; so ist auch, weil CE = CA: CAE 
=r X, und also DAJE = CAD + x. Da ferner 
X+X+ ACE = 180«, d. h. 2x+ 2 CAD = 180», x + CAD = 90% 
sa steht AE anf AD senkrecht, eben so £F anf AE. Femer ist: . 
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x+y = A, X = B+y, X - y = B, also x =KA+B), y =t(A— B). 

AD £F 

Weiter ist AD:EF = DB:BE=: b + a:a — b, 
also tgi(A + B):tg^(A — B)-=a + b:a — b. 

Dritter Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
ist das Quadrat einer Seite gieich derSamme der Quadrate der 
beiden andern Seiten, minus dem doppelten Produkt dieser beiden 
Seiten multiplizirt mit dem Cosinus des Winkels, den sie bilden. 

Auch dieser Satz lässt sich aus dem ersten unmittelbar ableiten. 
Man hat nämlich: 

A+B+C = 180", B = 180" (A + C), co8B = — co8(A + C), 

sinB = «in(A + C). 

sioA. sinA ^_ sin'A ^, ,^ 2 sin A sin C ^, 

* " 5S 8in(A+C) * sin«(A+C) ^ » - m\A+C) ^ ' 

sinC ^^ sinC sin'C 

^""s5nB^~sin(A+G) ~8in*(A+C)^ 

^ _ 28inAsinC _ 2sin Asin Ccos(A + C).b* 

2 ac cos B . t/A I cos B . b* = — . , ' — - — , 

sm (A+C) 8m'(A + C) . 

also ^ • ' 



a*+c*— 2accosB = b*. . i 



, sin* A 4" sin* C + 2 sin A sin C cos (A -|- C) 

siD?(A+X3)- 

sin'A-^^Mn' C + 2 sin Asin 0 (cos Acöf C — ^ A »in C] 
.~> i«" sin*(A4-C) -yr"'' " ^' 
, sin'A sin'C -f" 2 sin A co s A . sin C cos C — 2 sin^A . sin* C 

sin'A-t-sin'C-i-^sinAcosAsinCcosC-sin'Asin'C-sin'Asin'C 

.ir#<«//r 8in*(A + C) 

sin'A~sin'A8in*C?4'»^iP*C~^^i*A8in*C4-28inAco8AsinCcosC 

_ , sin'A(l<>~sk'C>f 8in*C( l---8in'A)+2sinAcosAsinC cosC 
~' • sin» (A + C) ~~ 

- sin*Acos'C + sin*Ccos*A + 2sinAcosAsinCcosC 

, , Sin' (A + C) 



ya^ ^s C + cos A sin ^Jj' .^y, sin' ( A + C) ^ . 

i <^«t y«y.^» •j»f(A-+Ä)l ' - «n!(A+.C).. . *. i . .: ..t: . 

'5« 
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Also 

b* = a* + cP — 2 ac . cos B, c* = a* + b* — 2 ab CO« C, 
a*=b*+c»— 2bc.co8A.^ (31) 
Es ist jedoch wieder von Interesse, diesen Satz geometrisch 
nachzuweisen. 

V 

Für den Fall der ersten Figur hat man: 




b» = h^ + (c — X)^ = h'+C»- 2CJL+X\ 

a> = h' + 3t' 

b*— a»=c»— 2cx, b»=V+c»— 2cx. 

Da aber — = cosB, x = a cos B, so ist also 
.a 

b'=a*+c»— 2accosB. ^ . 

Im Falle der cweiten Fignr ist: 

b*=:h»+(c + x)» = h»+c» + 2cx+x' 

a' = h» + x^ 

b» — a' = c^ + 2cx, b» = a' + c'+2cx. 

Aber — = cos« = cos (180* — B) = — cosB, — aeosB, 

a 

also b* = a'+c* — 2ac.co8B. * 

§. 23. 

£he wir ' diese Sätze anwenden, wollen wir dieselben etwas ii|d- 
formen and einige Besnltate darans ziehen. Da immer 
A+B = 180»— C, KA+B) = 90»— IC tg4(A+B) = cotglC, 
so hat man statt des zweiten Satzes: 

* Da dB Jedm WInkal ehiM Dreiedu swiMliai 0^ und ISOMiigfe, to ist er 
Badi |. 9 und %, 19 volIkoininMi bMtinunt, venn man Ninen eos, tg odar eotg 
ktnnli dagegen ist er durah den sin mv sireidentig beetinnnt, indem man alsdann 
einen spitien oder stouptm Winkel erhalten kann. Die halben Winkel eines Drei- 
eckt liegen immer zwischen 0** und 90^; doreh eine der vier trigoaonietrisehen 
PunktionMi ist also der halbe Winkel ?oUkonunen bestinunt 
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a+b:a — b = cotg4C:tgi(A— B), 1 

a-fc:a— c = cütgiB:tgi(A — C), ! (32) 
b 4- c : b — c = cotg^ A : tg^B — C), j 
Eben so sini(A+B) = cosiC, coßl(A + B) = siniC. 
Ans (29) folgt aber 

c.sinA c.sinB 

smG sinC 

also 

c . (sin A -j- sin B) 2c.sin^A-|-B)cosUA — B).j;. . 

a-J-b = 7—7^ = T"^~Tn Tri V$-**/ = 

sin G Zsin^C . cos-^C , 

c.cos^ C . cos j(A — B) c.cos^(A — B) 

sin^C.cos^G sm{C 

(a+b)8m^G 1= 4) . oo8i(A — B). 

Ferner: 

c. (sin A ~ sinB) _ 2 ccos ^ (A + B) sin ^A— B) 
* sinC ~" 2sin^Ccos^C 

— csin^C.sinKA— B) _ csinKA — B) 
sin^Ccos^C cos^C ' 

(a — b)co8|G = c.smi(A — B). 
Man hat also anch 
csinKA— B) = (a-.b)cosJC, bsiniCA— C)= (a— c)coslB,] 

a6in^(B — C) = (b — c)co8^A, 
ccoöi(A— B) = Gi+b)siniC ; bcosi(A— C) = (a+c)8m4B;j 
acosKB — C) = (b + c) sin^A. 
Für a = b folgt hieraus c = 2 asin^C, wie iiL §. 21 . Aus (33) 
folgen die (32) durch Division, so dass man also letztere Formeln 
in dieser Weise aach ableiten kann. 

Qnadrirt man beide Seiten der Gleichungen (33) und addirt die 
Quadrate, so effaält man: 
c»=(a — b)*cos*{C + (a + b)»8in»4C 
. =(a^ — 2ab + b^)cos^^C + (a' + 2ab + bO'^in'iC 
= (cos^^ C + sin'i C) + b^ (cos'iC + sia^O) — 

2ab(cos'^C — sin'^C) 
= a*+b*— 2abcosG (§.14), 
wodurch der Satz (31) in anderer Weise aus (29) (und den daraus 
folgenden (33)) abgeleitet ist. 
Aus (31) zieht man ferner: 



(33) 



Digitized by Google 



70 DiMw AbMhuM, . 

2bc ' ' 2bo 2be 

_ (b H- c )' - a' 
2bc 

1 coflA-1 b'+c'-a' ^ 2bc-b'-c'+a« ^ a'~-(b'~-2bc+c') 

2bc 2bc 2bc 

^ a«->(b--oy 
2bc 

Erinnert man sich nun, dass immer M*—N* = (M4-K)(M—N), 
bo hat man: 

l-l-CMA- 2b3 • 

1 -cosA = '-'-it-'')' = ('+''-:><— 

2bc 2be ' 

d. h. (§. 14 Formeln (23)) : 

g,^^«A_ (b+c+a)(b + c a) ».,,,A_ (a+b-^c)(a^b+c) 
^^^'^^ 2 2b^^^ » 2'"* 2 2b^ — 

V 4bc 
. A ^ \ /(a+b~c)(a-b + c) 

Man setze 

a+b + c = 28, also s = J(a-l-b + cj, 

80 ist 

a+b — c = 28 — 2c = 2(8 — c) 
a— bH-c = 28-^2b = 2(s — b), 
b+c — a = 2s — 2a=2(8 — a), 

also 

A \ /28,2(s-a) \ /s(s — a) 



nin A __ \/ 2 (s - c) 2 (s - bl _ ^/ (i^rbj^rr^ 

2 ^ 4bc ^ bc 

woraus durch Division : 



, A_Y /(s-b)(s-~c) 
^2"" ^ 8(8-a) • 



Also 



Digitized by Google 



Berecbnuog der Dreiecke, oder spesielle Trigonometrie. 7 1 

• A \/ (g-b)(s ~) . B \ /(8-a)(s-c) 

C ^ /(,— »)(s-b) 



•cos ^ = V^'-^ C0.2 = v^JiEF) 



C \ /»■(» — c) 



(34) 



..A -i /Cs-bXs-cJ ^ B_A/ (s-a)(g-c) 
^2~'^ «.(s-a) •'*'2^'^ 8.(s-b) • 

t C_-^/ («-aJ(B-b) 

Da 8l]iA=:28in4A.co8(A, 
80 folgt hieraus: 



. sin A = r- Vs (s-a) (s-b) (s-c) , sin B = — Vs (s-a) (s-b) (s-c), 
DC aQ 

sin C = j| Vs (s-a) (s-b) (s-c), (35^ ^ 

woraus sich ^igibt: ^f^^S^ 

sinA:sinB:sinG = a:b:cr^ - 
so dass der erste Hanptsats aach aas dem dritten leicht abgeleitet 
werden kann. Wir wollen nun znr Anwendung dieser Formeln auf 

die AufllVBung der Dreiecke übergehen. 

§24. 

In einem Dreiecke sind gegeben eine Seite und xwei Winkel, 
man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Da die Summe der änH^ Winkel = 180*, so kann man alle drei 

Winkel als gegeben ansehen. Sey femer a die gegebene Seite, so 

hat man nach dem ersten Hauptsatze: 

sin A : sinB = a : b, sin A : sin C = a : c, 

, sin B sin C 

b = a.-; — r, c = a.-; — r. 
sinA smA 

Aus den Formeln (33) folgt übrigens auch, wenn B > C: 

_a sin^(B — C) , acos^(B — C ) 
cos}A 8in{A 
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woraus b^e, b-|-c geftmden werden, und man also b nnd c leicht 
erhalten wurd. Rechnet man nach den ersten Formeln, so ktanen 
die zweiten znr Eontrole dienen und umgekehrt. 

a= 379-5, A = 40«:^2M6", B = 75M8'28", C = 64®9'16", 
also, weuu man nacli den ersten Formeln rechnet: 

loga = 2'5792118 log a = 2-67921 18 

log sin B = 9-985562 1 log sin C =-9-9542292 

E. log sinA = 0*1871204 E.logsinA = 0187im 
logb = 2-7518943 logc = 2*7206614 

b== 664-7996 - c = 526-4862 

Aamerkaag. Wni nan muunelir die Ponueln (88) mr Kontrole aanrandeii. 



aiintCB — C) = (b — c}eMlA, aewiCB — CO = (b-f e)iiiilA 
Myn. Aber Mist 

t(B — C)s5<>S4'86", lA = 20*'16'8", b-fo= 10902857, b~c = 30-3183 

•lao log a = 2-57921 18 }og(!b — c)-l -5945395 

log sin i (B — C) = 8-9875GG1 logcot| A = 9-9722387 

1 - 5667779 1-5667782 
log a = 2-57921 18 log (b -|- c) ^ 3-0375402 

log cos j (B — C) = 9-9979396 log sin i A = 9-5396109 

2- 5771514 2-5771511 

so dass die Kontrole zutriDt. Es mag diess genügen, um zu zeigen, wie man in 
allen Fällen diese bequemen Formeln zur Prüfung der Hecünung benützen kann. 

§.26. 

In einem Dreieck sind gegeben: zwei Seiten und der von ihnen 
gebildete Winkel; man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Seyen a, b die gegebenen Seiten, a > b, und C also der ge- 
gebene Winkel. Aus (32) hat man: 

a+b:a— b = cotgiC:tgi(A — B), tgi(A— B = ^^-p^cotgiOi 

Hieraas findet man^A — B), nnd da 1(A-|-B) = 90*^10, 

so erhält man leicht A und B. Kennt man diese Winkel, so ergibt 

sich c ans: . . . astnC 

a:c = 8mA:6mC, c= — — 

sm A 

oder auch, wenn man lielier will, aus den Formein (33): 
a = 564-8, b = 379 5, C = 64^9' 16"; 



* Die Seiten sind natürlich alle in demselben LSogemiiaaMe anagedrücktt 
also Alle z. B. in Bntlien, oder Fnss, oder Meter u. s. w. 
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also tC=32*4'38", a+b=:944*3, a— b = 186-3. 
iog(a— b)= 2-2678764 



KA — B) = 17^23' 6-1'' 



E 



;„UA_mZ4:^'!? durchAdditionA =r5M8'^8-l" 



logtg^(A— B)= 9-4956745 
4(A — B)=17''23'61" 
log a = 2-7518947 
log sin 0 = 9*9542292 
E.logsinA =£0144377 
iogc = 2-7205616 
• c = 525-486 



Subtraktion B = 40^32' 15-9", 



log (ar-b) = 2*2678754 
logco8lC = 9-9280541 
E . log sin i ( A — B) =£6246318 
logc = 2-7205613 

c = 625-486 

Man kann übrigens die Seite c auch direkt berechnen. £s ist 
nämlich nach (31): 

c* = a*-f-b»-2abco8C. 
Man berechne nun den spitzen Winkel so, dass 

_28in£CVS 

a— b • 
so ist 

4 ab sin * J C = (a — b) * Ig » 

also 

c»=a»+b»+2ab(l— cosC)— 2ab=a»-2ab+b'+4ab8in»lC 
= (a-b)^+(a~b)^tg'9 = (a-b)'tl+tg?y]=^^^', 



woraus: 



c = 



a — b 



cos '9 



Für obiges Beispiel: 

log 2= 0-3010300 
logsiniC= 9-7251451 
iloga= 1-3759473 
llogb= 1-2896059 
E,log(a— b)= 7*7321245 



cos 9 



a>b. 



log(a — b) = 2*2678764 

E . log cos (f — 0-4526861 
log 0 = 2-7205615 
c = 525-486 



log tg y = 10*4238528 
g> = 69»21'7-2" 

Uebrigens wäre nach §. 19, ohne (p aufzuschlagen: 

log cos y> = 9-5473642 — = 9*5473138, 

E . log cos y = 0-452686 1 . 
• Zur Kootrole kann man wieder (33) verwenden. 
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§. 26. 

In einem Dreiecke sind alle Seiten bekannt, man soll die Winkel 
berechnen. 

Die Formeln (34) lösen die Aufgabe ganz unmittelbar, 
a = 9459-31» b = 8032 29» c = 8242*58; 
also «=l(»+^>+c) = 12867-09, . 

s — a = 3407*78, 

ß — b = 8434*80. 

8 — c = 4624-51. 

, log ( 8— b) = 3-6843785, log (s — a) = 3-5324716, 
log(s — c) = 3-6650657, log(s — c) := 3 -6650657, ' 
E . logs = 5-8905196, E . log s = 58905196, 

E . log (s — a) = 6 -4675284 , £ . log(8— b) = 63156215, 

19-7074922 19*4036784 

iog tg^ = 9-8537461 log tg| = 97018392 

^ = 35*31' 47-37" | = 26" 43' 0 34" 

A = 7r3' 34-74" B = 53*26'0-68" 

log(s-a) 3= 3-5.324716, 
log (s — b) = 3-6843785, 
£. log 6 = 5*8905196, 
E , log (s c) = 6*3349343, 
, 19-4423040 

log tgj = 9-721 1520 

^ = 27' 45' 12-27"- 
2 

55" 30' 24-54" 
Die Summe AH-B + C= 179' 59' 59-96". 
Zu Üebungsbeispielen mögen folgende Angaben dienen: 
a = 164*9, b = 185*7, c = 126*4, A = 60*1 7'8",B = 7r 58' 33", 
C = 41*44' 19": 

a=7984, b^ll227"2, c=9539-28, A^44M7'56", B.=:7i)"8'33", 

C = 56" 33' 31": 
a = 2313-824, b ^ 10683'3. 1 = 10931, A = 12" 13' 14", 

B = 77" 46146", C = 90" 0' 0" ; 
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a=:97ö, b = 846, c = 910, A=6r22'48-6", B = 63" 7' 48-4", 

C = 69»29'231"; 
a = 54802, b = 65823 3, c = 29677 1, A = 72* 36' 40", 

B = 76" 24' 30", C = 30** 59' 50"; 
loga = 4-1949091, log b = 4' 1538831, log c 4*2664872, 
A = 66" 24' 19", B = 48'» 30' 9*4", C = 7ö"6'31*6". 

§.27. 

In einem Dreiecke sind zwei Seiten gegeben und ein Winkel, 
welcher einer der beiden Seiten entgegensteht; man soll, wo mög- 
lich, die fehlenden Stttcke berechnen. 

Gegeben seyen a, b, A. 

Ifan hat zunächst: a:b = sinA:sinB, sinB = !^. 

. a 

Aus dieser Gleichung wird sich jedoch B nicht immer genau 

bestimmen lassen. Schlägt man nämlich aus den Tafeln den spitzen 

b sin A- 

Winkel au^ n dessen Sinus = — , so gibt es noch einen zweiten 

Winkel, der mit dem gefundenen 180* ausmacht, dessen Sinus der^ 

selbe ist (§. 9). Es kann sich aber ereignen, dass beide Werthe 
des Winkels 13 zulässig sind; alsdann bat man eben zwei Dreiecke; 
welche besonders zu berechnen sind. 
Ist nun 

a > b, so ist auch A > B, also gilt Ar B nur der spitze Winkel, 

a<b, „ ^ „ A<B, 
alsdann kann der spitze AViiikel sowohl als der stumpfe gelten. 

Eine Doppeideutigkeit kann also nur in dem Falle eintreten, 
wenn a < b. 

Fiele sinB nach unserer Formel > 1 aus, so wäre <Us Dreieck 
mit den gemachten Angaben unmöglich. Wir wollen nun einige 
Beispiele berechnen. 

1) a = 416-64, b = 326 ^4, A= 68^42'. 

1ogb = 2*6126044 
logsin A = 9*9692720 B kann bloss spitz seyn; man hat also nur ' 

E . log a ~ 
log sin. 

B = 46«61^47 »'' mithin c='64»26'12-l'': 
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' 2) a = 212-6, b = 836 4, A = 14» 24' 36". 

logb = 2*9224140 In diesem Falle g^bt es also zwei Drei» 

loffsinA = 9*3969449 Für das eine ist 
T? i«ir« — '7.ß'r9ß^in a = 212-5, b = 836-4, A = 14''24'35", 

.^•^"^' -IStoQ B^78«22'32-3'',C = 8ri2'62-7-; 

logsuiB^-:. 9-9909999 

B= 78^22' 32-3" a = 212-5, b=.836-4, A^14°24'35", 
180*-B = 10r37'27-7" B = 10r37'27-7", C = 63**ö7'ö7'3". 

3) a = 86.93, b = 918-54, A = 68"22'30". 

logb= 2*9630981 

log sin A= 9*9683034 

E.loga=: 8-0608302 

log8inB = 10-9922317, 

also kein Dreieck möglich. 

Zur Uebimg mügen dienen: 

a= 379*6, b= 664*8, A=40»32'16", B = 



75M8'28-1" 
104''4r31-9" 

a = 9469-31, br=8032-29, A=:7r3'34-7^ B = ö3«26'0-6", 
a = 66*73, b = 876 24, A = 86" 23' 24*8", B unmöglich. 

Wir b&tten hier allerdings noch einige besondere Bemerkungen 
bdzufügen für den Fall, wenn die gegebenen, oder gesuchten Winkel 

sehr klein, oder nahe an 90'' oder nahe an 180" sind. Wir wollen 
dieselben jedüch, als nur ganz spezielle Fälle betreffend, für den 
nächsten Abschnitt verschieben, wo man sie in §§. 29, 30 zusam- 
mengestellt finden wird. Einige rein geometrische Aufgaben mögen 
zunächst als Beispiele der Anwendung des Vorstehenden folgen. 

§. 28. 

1) Will man den Flächeninhalt eines Dreiecks, dessen drei Sei- 
ten wie froher a, b, c sind, und denen die Winkel A, B, G entgegen- 
stehen, berechnen,, so hat man, wenn wie in §. 22, h die Hohe des 

eh 

Dreiecks, also -r- die Fläche desselben bedeutet: 
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-=8106» h=a8uiB, 

a 

mithin ist diese Fläche 

ac . _ bc siriA ab sin G 

= — sin i> = '— , 

2 2 2 • 

wie sich nach (29) leicht findet. Diese Formeln geben den Flächen- 

inlialt durch zwei Seiten und den von denselben gebildeten Winkel. 

Will man die Fläche durch eine Seite a und die Winkel erhalten, 

so ist . 

. . . asinC 

flUlA 

ftcsiiiB 

also die Fläche des Dreiecks = — - — 

Z 

a'sinB.siaC _ b*ginA.8inC _ c*8inA.BmB 

~" 28inA *~ 28inB 28inC * 

Will man sie endlich durch die drei Seiten ausgedrückt erhalten, 
60 ist nach §.23: 



sin B = — V» (b — — b) (s — c), 

ac 

also die Fläche = V8(8 — a)(8— b)(8— -c) 

= iV(a+b + c)(b+c — a)(a + c — b)(a+b-^ 

2) Es leitet sich hieraus leicht eine Formel zur Berechnung 
eines Vierecks aus seinen zwei Diagonalen und dem Winkel, unter 
dem sie sich schneiden, ab. fif.]8. 

Sey nämüch BC = d» AD = d', a der Win- ^ 
kel, also sein Nebenwinkel 180** — ic, so ist 
Fläche des Dreiecks = ^zy sin 

„ „ 0BD = ix(d'-y)8iha, 

„ „ „ OCn = i(d'-y)(d-x)sina, 
„ r> " OAC — \ (d-x) y sin a. A 

Fläche des Vierecks = Jsina Lxy -j- x (d' - y) -f~ - y) - x) 

-|- (d - x) yj = idd' sina. 

3) Gesetzt in dem go eben betrachteten Vierecke seyen je zwei 
entgegenstehende Winkel zusammen 180^ in welchem Falle be- 
kanntlich um das Viereck sich ein Kreis beschreiben lässt. Sey 
ferner 

AB = a, BD = b, DC = c, CA = d, GAB CDB = ISO*— 
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80 ist (§.22 (31)): 

BC = a*+ d» — 2 ad cos 9, BC» = h*+c* — 2 bc cos (ISO*— y ), 

also a'-J-d' — 2adcosy = b'-|-c' + 2bccosy, 

. • a^ + d^ — (b' + c') 

cos9 = ~-^^-A-^^-,^. 

Die Flftche des Dreiecks ABC ist aber die von BGD 



bc si n ^ . 

' f aiso 



2 



2 



Fläche des Vierecks ^ ^ ^^ ^^ 9 '= *^ '^^^ V i — cos > 

mjl^^^Q — . , 

=2 2 V (l +cosy)(l - cosy). 

Aber 

14- cos« - 1 I a^+d»-(b ^+0^ 2ad+2bc+a^+d^~(b^-Hc') 
li-cosy-l-t- 2ad+2bc - 2(ad+bc) 

_ a»+2ad+d»~-(b*->2bc.+c») _ (a-f d)»— (b— c)* 

2(ad4-bc) "~ 2(ad+bc) 

_ (a + d+b-c)(a+d-b+c) 
- 2(ad+bc) 

2ad + 2bc ~ 2(ad+bc) 
_b» +2bc+c^ - (a^— 2ad+d^ ) (b+c)'-~(a~d)» 
2(ad+bc) ~ 2(ad+bc) 

(b+c+a— d)(b+c— a+d) 
~ 2(ad+bc) 
also die Fläche des Vierecks: 

ad-hbc \/ (a4-b— c+d)( a+c-f d-b) \/ (a-HH-c---d)( b-fc-fd^ 
2 ^ 2(ad-i-bc) ^ 2(ad + bc) 

= i V(a+b~c4Ki)(a— b4Kj+d)(a+bH-c— d)(b+c+d— a). 
Set2t man 

a+b+c+d=2s, a+b+c— d=2(s— d), a+b— c-|-d=2(s— cX 
a—b+c+d=2(s— b),— a+bH-c + d = 2(8— a), 

so ist diese Fläche mithin : 

V(s--a)(s -b)(s — c)(s --d). 
£s folgt hieraus, dass, wie man auch die vier Seiten im Kreise 
an einander legen mag, die Fläche des entstehenden Vierecks immer 
dieselbe sey. 
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^ 4) Wären in obigem Vierecke die zwei Winkel GAB und CDB, 
der erste gebildet von den Seiten a und d» der letzte von b nnd c, 

einander gleich, so hätte man : 

A^-{-d^ — 2 3kdco6(f =h'^ -j-i '^ — 2hc cos ^, 

+ + c') 
2(ad-bc) ' 

woraus ganz wie vorhin für die Fläche des Vierecks folgt: 

±i^j±^ V (a+b+c-hd) (a+b-c-d) (a-b-c-hd) (-a-hb-c-H), 

wo das Zeichen so zu wählen ist, dass das Ganze positiv ausfällt. 

5) Man soll diejenigen Kreise bestimmen, die sich in und um 
ein Dreieck zeichnen lassen. 

Sey r der Halbmesser des ersten, r' des zweiten, so sind die 
Seiten des Breiecks Tangenten an den ersten Kreis und Sehnen im 
zweiten. Daraua folgt leicht» dass die drei Halbimngalinien der 
Dreieckawinkei sich im Mittelpunkt des ersten treffen; zieht man 
sie, so jHrd das Dreieck in drei Dreiecke getheilt, deren Spitzen Im 
Mittelpunkte sind ; nimmt man die Seiten des Dreiecks zu Grund- 
linien, so hat jedes r zur Höhe, und wenn folglich F die nach Isr. 1 

berechnete Fläche d^ Dreiecks ist, so hat man 

2F 

4ar+^br+icr=P, r= 



a-f-b -|- c* 

Was den zweiten Halbmesser anbelangt, so werden die zwei 
nach A und B gezogenen Halbmesser nüt einander einen Winkel 

2C machen, so dass (§. 21): 

_ , . ^ , c abc abc 

c = 2r'smC, r'=s-r-Ä = 5-7—^-7; =-7^. 

2smC 2ab8mG 4F 

6) Man soll den Halbmesser desjenigen Kreises finden, der sich 

um das Viereck in Nr. 3 besehreiben lässt. 

Nennt man die Diagonale CB = x, so geht der Kreis, der sich 
um AGB beschreiben lässt, durch D, inid umgekehrt, der Kreis um 
BCDgeht durch A. Demnach ist, wenn r sein Halbmesser, derselbe 
bestimmt durch die Gleichung 

Femer ist 

t/-T-T-ri — ^-1 a»+d'-(b' + c') 

x = Va»4-d'— 2adcosy, cosy = 2(ad+bc) ' 
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.=V.. +..-..[ -+y,-+-'] 

V (a^+d^) ad+(a' +d ^)bc- ( a^+d ad+(b Qad 
ad + bc 

_ \ AA*+d')hc + ib^ + c')lid 
~ ^ ad+bc 

2F 

Nach Nr. 3 ist sin 9»= . , ^ • wenn F die Fläche des Vier- 

acl De 

ecks, also 

_ ad + bc -l/ (a' + d'jh c +Jh^+£)^ 
4F ad + bc 

= ^VLad + bcJ[(a^ + d^)bc + (b'+c')ad] 

1 



= ff V(ad + bc j (ab + cdj (bd + ac;. 

Diese Aufgaben, denen wir keine Zahlenbeispiele beifügen, da 
deren Berechnung ziemlich einfach ist, mögen für den Augenblick 
genügen. 

Anmerkung. Ans Nr. 1 ergibt sich unmittelbar, dass die Länge der Tom 
Seheitel G eines Dieiecla auf die entf egenttehende Seite c gefSUton Senkrecbteii 

iv .(.-.)(.-b)(— .)■ 

c * 
Hieraus folgt auch leicht ein Ausdruck für die Berechnung der Fläche eines 
Paralleltrapezes aus seinen Seiten. Stellt nämlich ABCD ein Paralleltrapez vor (die 
Figur wird sich der Leser leicht konstruiren können), in dem AB parallel CD, und 
ist AB = a, CD ~ b, wobei s.'^h Torausgcsetzt werde, AC = c, BD — d, femer 

h die Entfnnimg beider PanUeleii, so ist <a+b)^ der Flleheninbalt des Tra- 

p0MS. 2i«fat man aber dnrdi C mit BD die Parallele CE, velehe AB in E trifft, 
ao ist A£ = a~b nnd die H6he des Dreiecks ACE, dessen Seiten e« d, a~^ b 
sind» ist b, so das« also 



2 



h = ^— ^ Vs (» - c) (s - d} (s - (a - b», s = i (c + d + a ~ b) 
ist Domnaoh die FlSohe des ParaUeltrapeses = 

^3^Vj(c+d+a— b)^(d4-a — b — c)^(c+a— b — d)i(c + d-f b — a). 
Seist man jiunniehr 0 s t(a-|-b | c j d), so ist dieselbe, wie leicht ersichtlieh : 

5±^V(o — a)(<f — b)(<f — b — c)(tf — b — d). 

a — b 

Es ist leicht an ersehen, weichen Werth die ]^er gegebenen Formeln für die 
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Praxis haben. Wir wollen in dieser Besiehnng nur auf eine Anweudung der Formel 
in Nr. 2 hinweisen. Gesetzt nämlich» man snllp in einem Walde eine vientitig« 

Fläche von einem badischen Morgen = 400 Quadratruthen abstecken, und lasse 
zu dem Ende zwei schmale Gänge AD, CH (Fig. 19) durchhauen (oder finde sie 
bereits vor), die mit einander einen Winkel von 75 V/* niachen. Der eine davon, 
AD, sey = 32*4 Ruthen, und man solle nun die Ltoge des andern, CB, bestim- 
men. Also, wenn CB = x: 

32-4 X sin 75" 30' 800 

= 400« z = - = 25*60B. 

2 * 32 4 sin 75" 30' 

Steckt man also, von dem jrowählten Anfangspunkte C aus, eine Länge von 
26*50 B. = 25*>5'C ab, so wird das Viereck ABCD genau ein Morgen ^oss seyn. 
Wollte man bdde Gänge gleich lang machen, so hltto man, venn BC = AD = z: 

x'-sin 750 30' 



8 - = 400, x=Vsl^l^. 



I 



Vierter Absclmltte 

iriiteniifduiiig einiger tpeäeUen TTanfonuiiigeii, AnflOeimg 

^ tEigonametEiseher Qleiehiiiigen. 

X 

§.29. 

In §. 15 haben wir, am das dortige Interpolationsveifaliren zn 
rechtfertigen, uns auf den Satz gestützt, dass, bei kleinen Winkel- 
ünterschieden , die Differenzen der Logarithmen z. B. des Sinns 

zweier Winkel sich (nahezu) verhalten wie die Differenzen der 
Winkel. Dieser Satz setzt voraus, dass die Differenzen der Loga- 
rithmen der trigonoiuetrißchen Funktionen unmittelbar auf einander 
folgender Winkel nahezu gleich sind. Es ist diess, ftir die gewöhn- 
lichen Yega'schen Tafeln, die von Minute zu Minute fortgehen, fttr 
die Winkel, die über 5^ hinansliegen, allerdings der Fall. Zwischen 
1** 30' und 5* ist es der Fall, wenn die Winkel von 10 zu 10 Se- 
kunden fortgehen, unter der ersten Gränze müssen sie jedoch von 
Sekunde zu Sekunde angegeben seyn. Es bezieht sich diess jedoch 
nur auf den Sinus und die Tangente (bezüglich auch Cotangente). 
Die neuern Yega'schen Tafeln haben daher diese Einrichtung er- 
halten. Man hat also z. B. 

Diester, ebeme Tiiffraoseizie. 6 
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Vitttat Alüdnitt. 



Winkel 0^" 4' 18'': log sin = 7 0971945 Differenzen 



0« 4' 19'': 
0* 4' 20": 
4'21": 

QO 4^22"; 
Winkel 1°41' 0": 
IHI'IO": 
lUr20'': 
1®41'30": 
1*41'40": 
1*41' 60": 
IUI' 0": 
Winkel 22° 25' 

22°26' : 

22*'27' 

22*^28' : 

22*29' 

22*30' : 



: r-0988746 
71006481 
7-1022163 

7- 1038760 
: 8-4679850 
: 8-4687009 

8- 4694156 
: 8*4701291 
: 8*4708414 
8*4715626 
8*4722626 

9- 5813116 
9-5816177 
9-5819236 
; 9-5822292 
9*6825346 



16800 
16736 

16672 
16607 

7159 
7147 
7135 
7J23 
7112 
7100 

3061 
3059 
3056 
3063 
3052, 



: „ =9*6828397 . 
wodurch unsere Behauptung augenscheinlich gerechtfertigt ist. Die 
neuem Ausgaben der Vega*schen Tafeln liaben somit dem in dieser 
Beziehung in den frühem obwaltenden Mangel abgeholfen. Auch 
die Calle t'schen Tafeln geben für die ersten fünf Grade den log 
•m und log tg von Sekunde zu Sekunde, und für alle ttbrigen Grade 
von 10 zu 10 Sekunden, sind also noch schärfer als die Vega'scben. 

üm bei anderer Einrichtung der Tafehi den hier obwaltenden 
TJebelstftnden abzuhelfen, wurden frfiher zwei Hülfsformeln aufge- 
siellt, deren Kenntniss immerhin noch von Interesse ist, und die 
sich leicht aus den in §. 16 entwickelten Grandsätzen herleiten 

lassen. Bezeichnet man die in §. 16 genannte GrOsse mit so 

hat man sehr nahe lur kleine Winkel A: 

8inA = a — -g-, cosAsl — — . 

Aber es ist 

U— öJ =^-2+i2« ~216"' 

also da man ~ a* und noch mehr wird weglassen können: 

12 216 ° 
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< 

* _____ 

8mA = aVco8A. 

Gesetzt nun der Winkel A sey a", so ist u = , ^ - , also 

Ferner ^ 

~ cos a" 180 . 60 . 60 • V co8»a"' 

Hieraus folgt:- 

log sin a" = log a + 4-6855749 + 1 log Cosa" — 10 \ 
log i% = log a + 4-686Ö749 — | log cos a" ~ 10 ^ ^ ^ 

ümgekehnt ergibt sich hieraus: 

log a« log sin a" + 5*9144251 — \ log cos a" 

log a = log tg a" + 5-3144261 + 1 log cos a" 

welche Formeln dazu dienen, a (in Sekunden) aus dem bekannten 
log sin a" oder log tga" zu suchen. Für log cos a" kann man aus den 
Tafeln den nächst kleinern oder grössern log cos a'' nehmen, da im 
Anfang die log cos sehr langsam sich ändern. 

Ein Beispiel nach den frfihem Ausgaben derVega'schen Tafeln^ 

die von 0* bis 6* nar von 10" m W gingen, mag diess erlSutem. 

Es sey gegeben log sin a" = 7*8327909. Jede nfalls liegt also der 
Winkel zwischen 0°2.3'20" und 0°23'.30". Man kann somit 

log cos a" 9-9999900, also 
Jlog cos a" = H9Ö999900 — 1 0] = I [299999900 — 30] 

= 9-9999966-10 

setzen. Mithin: 

log8ina" = 7-8327909 

5-3144251 
E . Jlog cos a" =r 0-0000033 
loga"=3]472193 

a= 1403 Ö22" = 0*»23'23-522" 
Kach den Tafebi hlUte man: 



(36') 
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7-8327909 
ioggin 0*23^20^* = 7*8316996 

^^ = 3-63, a — 23' 23-63". 

Ist gegeben 

log tga" = 6-9768273, 

«o liegt der Winkel zwischen 0»3'10" und 0®3'20"; für logcosa" 
hat man also 9'9999998. Mithio: 
logtga" = 6-9758273 

5- 3144251 
|logco8 a" = 9-9999998 

loga"=: 2-2902622 

a" = 196*098 = 0«3' 16 098". 
Nach den Tafeln: 

6- 9768273 

log tg 0 3' 1 0" = 9^643286 

1 14QÄ7 

ii^^oi a = 0«3M6l6''. 

22276*4 

Die nenern Tafeln geben: 

6-9768273 

log tg 0*3' 15" = 6 9766096 

2177" a = 0°3' 15098" 
2177 

22216 : 2177 = 1 : x, x = = 0 098, 

also ganz übereinstimmend mit obigem Resultate, während die 
frühem Tafein den Winkel zn gross gegeben hätten. Man sieht 
hieraas, mit welcher Schärfe die Formeln (36') den (kleinen) Winkel 
nf* geben. Ans den üntersuehangen des §.16 geht hervor, dass 

übrigens der MMnkel bis über 2° gehen kann. 

Was wir hier von Sinus und Tangente der Winkel nahe an 0**' 
gesagt, gilt natürlich von Cosinus und Cotangente der Winkel nahe 
an 90^ und Sinus nnd Tangente der Winkel nahe an 180® u. s. 
ebenfaUs. 

§. 30. 

Wie die Ansicht der Tafeln zeigt, und wie aus den Untersuchun- 
gen des §.16 ganz klar hervorgeht, werden für Winkel nahe an 0* 
die Logarithmen der Cosinus sehr langsam sich ändern (eben so 
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die Logarithmen der Sinns f&r Winkel nahe an 90*); da man bei 

der Bestimmung des Winkels durch den gegebenen Logarithmus 

einer trigonometrischen Funktion desselben die Aenderungen braucht, 

so wird mithin ein nahe an O'* liegender Winkel durch seinen log 

cos (ein nahe an 90 liegender durch seinen log sin) nicht genau 

bestimmt werden können. In diesem Faiie wird man entweder über- 

hanpi die Bestimmung durch log cos vermeiden, oder etwa f&r cosA 

A A ' 

setzen 1 — 2 sin'— (§. 14) und nun sin— bestimmen. Wir wollen 

in dieser Beziehung die frühem Formeln der §§. 20 und 24 — 27 
spezieller untersuchen. 

Ist wie in §. 29 « der zum Winkel A (als Mitteipunktswinkel) 
in einem Kreise vom Halbmesser 1 gehörige Bogen, und ist A sehr 

«* 

klein, so kann man immer setzen cos A = 1 — also etwa statt 

der Formel (§. 20, Nr. l) 

cssbcosA, 
wenn A klein ist, anwenden: 

oder auch 

c = b(l — 2sin»|) =b — 2b8in'|, 

welche beide Formeln gleich genau sind. 
In (§. 20, Nr. 2) c 

~cosA' ^ 



wird man ähnlich haben 



oder da -7- sehr klein ist: 
4 



* Irt der Winkel A = a S«kandtti, so hat maa: 

Jog«8» loga+4'686«r40 — 10, loga » loga+6:'S14tt51. 
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Soll US der Formel ($.20» Nr. 3) . > 

co8C=r-, 

D 

bei nahezu b = a, C bestimmt werden, so vrird diess nicht genau 

genug geschehen. Alsdann hat man besser (vergl. §. 20): 

b — a b-j-a 
1 — C08C = — 14-cosC = — , 
0 - o 

28m 'IC = —^, 2cos'^C=— , 

•Mc= V^^^ 00.40= V^». «.*c= Vg 

welch letztere Formel in derfiegel die griTsste Genauigkeit gewährt. 

Dieser letztere Fall ist es Yorzagsweise, in dem die Ümformong 

notbwendig ist; die frOfaem Terlangen dless weniger. Aogenommen 

ftr die Formel c=:bcosA seyb = 8347-5, A — 0*4' 15.78", so 

liftt man: ^ 

Iogb = 3-9215564 log 2=: 0*3010300 

log cos A = 9-9999997 log b = 3*9216564 

logc = 3'9215561 ^. A « ro^o«A« 

^ ^ 2 loe sin rr = 3^5848202 

0 = 8347494 ^t^'s-uig ^'^^^^ 

log 2 b sin« 1=7*8074066 

2 b sin' ^ = 0006418 
2 

b== 8347*500000 
2b8in'^= 0*006418 

0 = 8347-493582 
Da A = 255-78^ so ist loga = 0 0934415 - 3, mithin hat 
man aooh: 

logb = 3*9215564 b = 8347*500000 

2 log « = 0-1868830 — 6 i«*b = - 0*006418 
E. log 2 = 9*6989699 0 = 8347-493582 

ü-8074093 — 3^ 
^a»b=: 0*006418 
Kommt in den Formeln des §. 24 A nahe an 90 ^ in welchem 
Falle sin. A sieh sehr langsam ändert, so wird man smr Bestimmsmg 



V 
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von b imd c besser die Fonneln fttr b — c und b-|- c anwenden» die 

gerade in diesem Falle diesem Uebelstande answeicheo. * 

Dasselbe gilt, wenn noch einer der andern zwei Winkel nahe an 
90° geht. Dass man bei sehr kleinen Winkeln die Sinus derselben 
in der mehrfach angegebenen Weise ersetzen kann, ist klar. Doch 
wird, bei der bessern Einrichtung der Tafein diess keinra wesent- 
lichen Nutzen bringen. 

a=7365-4, A = 89*67'34-8", B = 6f7*14'22 e"; 
A = 90*— 0»2'26-2", C = 22M8'2-6". 
log a = 3-8671963 log a 3-8671963 

log sin B =: 9-9647925 log sin C 9-5883022 

E . lüg cosO°2' 2ö -2" = 0-0000 00 1 E . log cos0^2^25-2^^ = 00000001 
logb = 3-8319889 logc = 3-4554986 

b = 679 1*863 0 = 2864*293 

log a = 3*8671963 log a r= 3*8671963 

' logsinl(B — 0 = 9-6776698 log cos KB — C) = 9-9664901 
E . log cos i A =: 0-1503621 E . log sin ^ A =0*1506678 
log (b — c) = 3-5952282 (log b + c) ^ 3-9843542 

b — 0 = 3937-569 . b + c = 9646-152 

i(b + c) = 4823-076 ' 
t(b--c) = 1968*784 
b = 6791-860 
c = 2864.292» 
welch letztere Werthe jedenfalls sicherer sind. 

Eine besondere Erinnerung ist zu §. 25 wohl nicht nöthig, da 
die erste Auflösung ohnehin als allgemeinere aufgestellt worden. 
Dasselbe gilt für die §§. 26 und 27, da namentlich ßii §.26 eine 
genügende Auswahl von Formeln stattfindet. 

§31. 

Ein zweiter Punkt, den wir hier besonders noch in's Auge Hissen 
wollen, betrifft die Anwendung der Einfährung von Hfilfswinkeln, 
wovon wir in der zweiten Auflösung des §. 26 ein Beispiel gesehen 
haben. Die Auflösung einer Reihe weiterer Beispiele mag über das 
dabei einzuhaltende Verfahren, das sieli in allgemeine Regeln nicht 
gut lassen lässt, weitern Aufschluss geben. 



1) Man soll Va" -j-b" vermittelst Logarithmen berechnen. Jklan 
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bestimme zuerst den spitzen Winkel ^ (a' und b* positiv vorausge- 
setzt) so, dass tgy=^y/^ 



also 



V(a"+b"> = V a" (1 + tg>J - V 



WO- 



log Va" + b" = -loga— -iogcosy. 

Vb^ b 
Tt = T 

Ol tk 

bei a und b als positiv angesehen werden), und man liat 
. log Va*+b* = loga — logcosy. 

Hat man Va' — b' zu berechnen; so bestimme man den spitzen 

Winkel cc aus , \ /b" , . ^ . 

Ol 

so ist a"sin^ ^ = b", also 

m m ' *«» 

V a" — b" V a" ( 1 — sin * 9) j Va" cos 
m " n 2 

loir Va" — b" = — log a + — log cos cp. 

mm' 

Sey z. B. zu berechnen ^3 

wo man bloss weiss, dass 

loga = 3-781247B, logb = 2-9876547. 

Zunächst hat man y zu berechnen. Dazu hat man 
log.b'r:= 8-9629641 8-8Q96I07 1592.1-4 __g 

E.ioga' =8-6562574 — 10 Iogsin3''4r50"_4515_ 325-7 

17-6192215 1592 
log sm 9 =8*8096107 logco83<'41'50''= 9*9990962 

6 

logco89>^ 9*9990946 (§.19) 

ilogai=2'8359356 Uebrigens wäre: 

tlogcosy^9-9995473 iL'^240*3136, log (-'-0=^-3789674 

2-8354Ö29 b' ^V.b' -/ 

V^a»~b«=684j5726. ^-1=239-3136, logb '=-8;9629641 

^ ^ 11-3419316 

log V'Ca b ')=2-8354829 
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«0 dass die direkte Berecluning vielleicht bequemer wi&re. Die erste 

Form ist jedoch sicherlich geschmeidiger, imd desshalb auch hier 

aufgeführt. 

- 2) Man soll 

X = a |cosacos/9-|-sina8iii/}cosyJ 

durch logarithmische Rechnung finden. 

Man bestimme den Winkel 9 so, dass 

tg9 = tgacos}', 9> zwisdien 0 und 180*, 

also . ^ sin». cos« 
sm « cos y = tg cp . cos « = — , 

^ cos y 

so ist 

, sin 9. Cosa. sin i?'! 

eosaco8/?H ^ 1 

cos^ J 

acosap /, I • • zn acosaeos(a — ß) 

= 1 cos y COSA -j- sin <y srntfl = . 

C08g> 3r r I :r rj COSy 

Durch Einffthnmg zweier Hülfsgrössen Jutnn man x fibrigens 
auch auf eine andere Form bringen. Bestimmt man nämlich r und 
\p so, dass 

rsini^ = cos«, rcosi/^ = sinacosy, - 

so ist 

X = ar [sin ^ cos ß-^-hmßeQd^lf^^^x sm {^f-^-ß)* 
. Zur Bestimmung von r und ^ hat man: 

^ , cotga Cosa , sinacosy , • , n ^loa» 

ig\b= — — , r = — oder r = r-^, ip zwischen 0 und I0O . 

cosy' sm^ cosip ^ 

3) Man soll 

asin «sin^-|-bcosacos/?cosy 
logarithmisch berechnen. Man bestimme den Winkel ^ (zwischen 
0 und 180"^) 80, dass 

b 

cotg g) = — cotg a cos y, 

also . acoscp.sina 

bcosacosy=: ~ , 

80 ist 

a • »Ol a COS «p sin a cos/? 
a8masm/y+bcosacos/?cosy = asma8m/yH ^ 

asuittr . . „ , m asinaoos(cp — ß) 

= |sinttsin/3 + cos«pcos/j] = : — ^ 
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4) Med soll a^-b oder a — b bereolmeii, wenn man Mosa die 
Logarithmen von a nnd b kenn^ d. h. also ane log a, logb soll man 
log(a-f b) oder log(a7-b) suchen, wo a>b und beide GrOssen 

positiv sind. 

Man bestimme den Winkel y so, dass 

SO ist 

log (a + b) = log.[b (tg * y + 1)] = log^^^ = logb — 2 log cos fp, 
Ifan bestimme i^eiter ^ so, dass 

sin*i^ = — , b = asin^^, 

so ist 

log(a — b) = log[a(l — sin'i/;)] = loga+logcos^^ 

= log a -(- 2 log cos 1//. 
Die Gaussischen Logaritlinientafeln, wie sie zuerst in der 
„Monatlichen Korrespondenz'' XXVI. Band, S. 498 ff. veröffentliQht 
Warden, sind bekanntlich za dem Zwecke konstroirt, ans log a und 
logb den log(a-|-b) und log(a — b) zu erhalten. 

5) Man soll 

asin« — bsin/g 

asm er 

zur logarithmischen Rechnung bequemer einrichten. 
Man bestimme 9) so, dass 

bsin/g V • A • *^ ' 
tga) = — r-'-'. b8m/7=:asmiitg<p, 
- asma ^ 

80 ist 

aslna — asinatgcp 1 — tgg> ^ . 

asma-j'&hmatggf 1+tgy ' 
wenn 9 < 45**; ist 9» > 45*, so ist diese Grösse == — tg (y — 46*). 

Diese Beispiele mögen genfigen, da wir ohnehin bei den An- 
wendungen Gelegenheit haben werden, weitere beizufägen. In vielen 
Fällen mag die unmittelbare Berechnung wohl eben so schnell zum 
Ziele führen; namentlich dann aber werden diese Umformungen von 
wesentlichem Tsutzen seyn, wenn man bloss die Logarithmen der 
vorkommenden Grössen kennt und natürlich also das Aufschlagen 
der Zahlen zu vermeiden wünscht. Wir wollen nun noch einige Bei- 
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spiele von Anflösnngen sogenannter tri<^onometri8cher Gleichungen 

anfiihren, die zugleich zu-weiterer Erläuterang des Vorgekommenen 

dienen werden. 

Anmerkung. Einige alltjemeJne Bemerkunp^en mögen hier noch be'gefUgt 
werden. Will man einen Hülfswmkel <p einführen dadurcb. dass man 

sin q) = K oder cos flt» = A 
setzt, ■wo A eine bekannte Grösse ist, so rouss der Werth von A nicht über 1 hin- 
ausheben. Da, wenn A positir ist^ die erste Gleichung zwei zwischen 0 und 180^ 
liegende WettlMi foo gibt (die xosammeo 180* aDsmaeben), so wtre man im 
ZvcJlel, wcidier in wtid«! sey; Ja diesem Fatte raus naa sldi für den einen oder 
andern entsdieiden — in derBegd wird diese fttr den Ueinen geedieben. Die 
iweito Gleieliiang besdmmfc den eviselien 0 nnd 180^ Uf^graden m^nkel 9 teOlcoia- 
men; istA^O, so liegt 9 swiselien 0 nnd 90**, ist dagegen A^O, so liegfe^ 
swiechen 90* nnd 180*. 

Soll dagegen 9 ans • 

t%p =r A oder cotg^ = A 
bestimmt werden, nnd man nimmt 9) zM'iscben 0 nnd ISO**, so kann A einen ganz 
beliebigen Werth haben. Ist dabei A^O, so liegt q> zwischen 0 und 90^; ist da* 
g^en A «^0, so wird man 9 swischen ÖO» nnd 180*^ eihalten. Wollte man 
etwa ans 

sin^ 9) irr A, oder cos" g) = A 
bestimmen, so müsste A positiv und nicht ^ 1 seyn ; 9 wäre dann zwischen 0 nnd 
90* enthalten. Sollte dagegen q> ans 

ig* 9 = A« oder cotg' «> = A 
beslfamnt weiiden, so mflstfee A positiv aeyn, nnd man wfiide 9 swiadiea 0 nnd 90* 
nebmen» 

§.32. • ' 

1) Au8 der Gleichong 

asinx-f'bco8x=c 
aoll X bestimmt werden. 

Man bestimme den zwischen 0 und 180^ liegenden Winkel ^ 
so, dass 

tg9 = -, b=r ^, 

" a cosy 

so ist also 

, , a sin ff) cos x ' 

asmxH =c, 

cos 

a sin X COS 9> -)~ ^ <P ^ ~ ^ - ^^'^ 9 
a ^ (x -f" 9) = c • cos 9 

. , , X c . cos gj 
sm (x + = . 
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Aus dieser Gleichung erh&it man allerdings sin (x -f- f )• SchUesst 
man alle aosserhalb 0 bis 360* liegenden Werthe von x ans, so 
wird, wenn sin (x + <jp) > 0, x-\-(p im ersten oder zweiten,' wenn 

8in(x-j-g)) < 0, x-f-qo im dritten oder vierten Quadranten liegen.* 
Man erhält also immer zwei gleich mögliche Werthe von x. Wäre 

C . cos Q) - 

' > 1, SO wÄre die Aufgabe nnmöglich. 

Seyz.B. 

log a = 2-8734276, logb = 1 8727342 (— ), log c = 2*2473402. 
logb = 1*8727342 (— ) logc = 2*2473402 

E . log a = 7*1265724 log cos cp = 9 9978462 (— ) 

log tg (3p = 8-9992066 (— ) E . log cos a 7-1265724 

9= 174° 17' 54-5" logsin(x + 9) = 9-3717588 (-) 

13°36'49-2" 
19M8'64-7" 
172* 6' 16*3"' 

■ 

Die beliebige Znf&gnng von 360* wäre natürlich gestattet, in- 
dem ancb a sin (x +n . 360') + b cos (x + n . 360*) = c, wenn 

a sin X +"b cos x = c ist (§. 9). 
Die Gleichung 

acos (x + «) + bcos (x-{-ß) = Q 

kommt auf 

(a cos a + b cos ß) cos x — (a sin a + b sin ß) sin x = c, 
also auf die obige, znruck. Dasselbe gilt offenbar von den Glei- 
chungen 

a sin (x + «) + b sin (x + /?) = c, a sin (x + «) + b cos (x -f- Ä = c. 
2) Ans der Gleichung 

co8nx-|-cos(n — 2)x = cosx 
die zwischen 0 und 360° liegenden Werthe von x zu ermitteln. 



_j 193*36' 49-2" 
^1346» 23' 10*8"* 



* Ist 9» <1 90** and sin (x -|- 9>) I> 0, so liegt, vie gesagt, z-|-9> im entMi 
oder zweiten Quadranten; dabä kSnnte et tidi alMr ereignen, dats der so eduü- 
«teoe, im «rsten Quadranten Hegende Verth von z -f- 9 klefaiw als 9 wtve; sladami 
«Ire X negativ. Wollte man den negativen Werth von z Tenneiden, 10 brandit 
man ihm bloss 860* nunsiUen. 

Ist 4»> 90* nnd sfai (z-hl») > 0, so irird der eben erwlfante Fall eines nega- 
tiven zsidieflieh Hirz -j'^^^^hitreton; er Icann aber auch fOr z-(-9^90* 
•IntratSB. Will man die negativen Winkel vennoiden, so. irird man sieh natOiUoh 
wie so eben helfen. 
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Man Bat (§.14): 

•eosnx-f* C08 (n — 2)x = 2ooa(n — 1) x cosx, 

demnach ist obige Gleichung 

cosx — 2 cos (n — l)x.cosx, 
und ihr wird Genüge geleistet, wenn 

co8X=0, oder 2cos(n — l)x=l»C08(n — l)x = ^ 
Die erate dieser zwei Gieichnngen yerlangt (§. 9), dasa x = 90* 
oder 270*; die aweite dagegen« dasa (n ala poaitive ganze ZaU vor- 
anagesetzt): 

(n-~l)x = 60», 300°, 420°, 660°, 

(n — 2) 360° + 60°, (n — 2) 360 "-[-300°, 
woraus die Werthe von x folgen. (Ausser den zwei ersten, für 
welche cos(n — l)x = ^, erhält man die übrigen durch Zufügen von 
360^ 2 . 360® u, 8. w. Bis zu (n ^ 1) 360°+ 60<^ wird man nicht 
gellen, da aonat x > wäre. VergU §. 19, S. 56.) 

3) Die Gielcliang a8inx = btgx 
gibt, wenn man nach §.12 setzt: 

worana durch Qoadrinmg: 

Ans dieser Gleichung folgt: 

tgx=:0 oder = b^(l +tg'x). 
Die erste Gleichung verlangt, dass x — 0 oder 180° (wenn man 
X zwischen 0 und 360° nimmt); die zweite dagegen gibt 



^ b* . b 

= ± V — ü — » ^^^^ = ± — * 



'«^ — ' b 

woraus freilich vier Werthe von x folgen, die in den vier Qnadran» 
ten liegen, wobei jedoch a^>b^ seyn muss. Alle vier Werthe wer- 
den indessen nicht zulässig seyn, da, wenn a und b von demselben 
Zeichen sind, auch tgx und sinx es seyn müssen, und wenn a und 
b verschiedenes Zeichen haben, eben so tgx und ainx von yerschie- 
denem Zeichen sind. * 



b 

Die Toigel^gte Gleiohuiig itfe Übxigeiu aach acoix = b, cosx = --^ 
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Sey a=:5, b = l, also 

tgx=6fiiiiz, 
80 ist, nach letzterer Gleicbong: 

tgx = ± V24. 
logtgx = ilog(24)(±)= 10-6901056(±). 

Winkel =^78° 27' 46-9" 
also hat x die vier Werthe (nebst 0*^ und ISO"): 
. 78»27'46-9", 268^27' 46-9", 10l«32' 13-1^ 281*32' 131-', 
von denen f&r die erste^n zwei tgx=:-|- für die andern zwei 
tgx = — V24. Von diesen geDügen der erste und letzte der vor- 
gelegten Gleichung; die zwei andern der Gleichung tgx = — Ösinx. 

Durch beliebiges Zufügen von .'^60*' erhielte man alle beliebigen 
Winkel» welche der vorgelegten Gleichung genügen; wollte man 
negative Winkel zulassen, so würde man sie durch beliebiges Ab- 
ziehen von 360^ erhalten, oder auch dadurch, dass man obige Werthe 
nnr negativ nehmen wQrde^ da aach tg( — z)=s5sin(— z), wenn 
tg(+x) = 6siD(+x)(§.13). 

4) Man soll ans den zwei Gleiehnngen 

X sin (a — z) = a, x sin {ß — z) = b 
die Werthe von x und z bestimmen, wenn a, /9, a, b bekannt sind. 
Die Addition dieser zwei Gleichungen gibt: 

x[sin(a — z) + sin(/? — z)J = a+b, 
d.h. 2xsin[i(a+i»)— 2]cost(«~/?) = a+b. (§.14.) 
Eben so die Subtraktion: 

X [sin (a — z) — sin {ß — z)] = a — b, 
d.h. 2 X cos [| (a + — z]sin^(a — i^) = a — b. 
Dividirt man beide Gleichungen, so hat man : 

. tg [i («+;»)- z] cotg u« - /S) = ' :• 

tg[i(«+/»)-z] = 5±^tgi(«-/»). 

worin, «enii«-^/} negativ seyn sollte, tgi(a— /?) durch— tg J(/J— a) 
sn «netzen ist (§. 13). Setzt man noch 

tg^=^,b = a^^. ^^ = [±21 = ^(^+45-) (§.8), 

80 ist tg[K«+/?)-zJ = tg(y + 45«)tgK«— 

Aus dieser Gleichung ergibt sich — z (immer mit zwei 
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Werthen, die um 180* verscbieden sind), also auch z. Kennt man 
' nun z, so Mäet man z ans den Gleichongen 

_ a V 

ßin (a — z) ~ sin (/? — z)' 
oder auch , * ' • 

a-f-^ a — b 

^ 2 sinR (<H-/^) — z.l cos ^ { « — ^ 2co&[^(a+ß)—z]Hm{{ct—~ßj ' 
Wären bloss die Logarithmen von a und b gegeben, so würde 
man natürlich die erstem Gleichongen bequemer anwenden. 
Die Gleichungen 

xco8(a — 7) = a,xcos(/? — y)=b 
kommen anf die firühem znr&c]^ wenn man setzt: 

y=z — 90**. 

Als Beispiel wollen wir a—l80°, /?=: 90** voraussetzen, also 
die Gleichungen 

X Sinz = a, x cos z = b . 
• uns vorlegen. Dann sey 

loga = 0-1727600 (—), log b 0-3531154 (—), 
i(a+ß) = 136». i(«-/?) = 4ö»; 
logb= 0-3531154 (—) 
E.loga = 9-8272399 (—) • / 

log tg (f = 10-1803663, 9» = 66»34'8-6'', y + 46« = 101 «34' 86" 
log tg + 45") ^ 1 0-6888658(— ) 
log tgK« — /^) ^ 10-0000000 135**— z = 
logtg[i(a+^)— zj = 10-6888658(— ) 

101»34'8-6" _( 33<»25'öl-4'' 

'""j— 146*34' 8-6" 
Will man den negativen Winkel nicht annelünen, so addire man 
360* und erhält z = 213*25'61-3'^'^ Da a und b negativ sind, so^ 
wird X negativ seyn, wenn man den ersten Werth von z, positiv 
. wenn man den zweiten wählt. Man hat im letzten Falle: ^ 

* DieM Znffigong Ton 860* m s ist hier oflimbar gttffeattel^ da in te va^ 
sprüQglichoi GldeliDQgMi eine solehe olaiibt Ut. Iit nlnnlioli 

zsiii(a — s)=:Sr xiia(/9-i-s)sb» 

■olftaneh , 

zsiii[a— (S+S60*)] = a, SBinOl— (sH-8<M>o)J = 
gtfulH f. 9. Bevor man Jedodi eine eokbe ZvfBgimg Toniiiinii» miiM man rieh 
inmierhfai flbeii6iv«n» ob rie nach geiademgeittttetiik» WM fanmer sehr 

* 
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loga = 0-*im600(— ) 
E . log sin («— g) = 0-2589023 (— ) 
log x = 0-4316623 

X = 2-701 85 (im ersten Falle x = — 2*70185). 
Uebrigens hätte man in diesem Beispiele auch direkt: 



cotgz = -, x= + Va*+b'. 
a 

6) Ana den Gleichungen 

8inx=a8in7, 2tgz=tg|y 
sollen X nnd y bestimmt werden. 

Man hat zuerst hieraus durch Division 

2tgx^ tgjy 
sin X a sin y' 
d.li. 2 ' sin^y _ 



cos X ~~ 2 a sin 1 y cos i y . cos i y 2 a cos ' i y* 
co8X=4acos*Jy = 2a(l-|-cosy) (§.14). 
Da aber 8in*x+cos'x = 1, so ist also cos*x+a'8in*y = 1, 
d.h. a»sin«y + 4a'(l + cosy)*=l, 

oder a' — a*cos^y4-*lii^ + 8a^cosy-|-4a'cos'y — 1, 

3a*cos'y + 8a'cosy = 1 — 5a' 

cos* y + 1 cos y = - 1, 
cosy = --J± 

Setzt man nnn 
flo.ist 

cosy = -l±iV^^,P + l = -|±3^. 

. ^ * 6co&(p '.L cosyJ-- * cosy 
Aber (§.14) 

(f — 1 /'l — cos sin y 2sin'^y 

osy ^ sing) J cosgi 2sin4y cosjy 



cos (f — 

cos ^ 

— tgiy tgy, 

OOS 
OOS 



fp + 1 /^1+coscp^siü g> 2cos^4ip . « . 

ostt V. smo -^coso) Zsinfocosfol 
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mithin 



j— tcötglytgy. 



Daraas erj^ibt steh zur Lösung unserer Aufgabe das folgend« 

Gleichungssystera (da 2 a ( 1 + cos y) = cos x) ; 

V3 l T^^^^^^^' ^giy = 2tgx. 

/— y COtg ^ytg(f. 

Sey 2. B. log a= 0*8593277 — 1, so hat man die nachstehende 
Rechnung: 

ilog3= 0-2385606 log 2= 0-3010300 

E.logar ^ 9-140 67 224-1 loga=: 0-8593277—1 

logtgy=^ 10-:i792328 logtg^y^^ 9-82:i-):^21 
yr- 67^20' 3-37" logtgy=:r 10-3792328 
1 9) = 33 40' 1 -68" E . log 3 = 95228786 

logcoBx= 9*8860012 
x = 39*43' 26*18" 
log2rTz 0-3010300 
logtgxrrr 9-9195 602 
logtgiy=: 10-2205902 

iy== 58°57'46-58" 
y= 117*06' 3316". 
Wir haben hiebet nur den einen Werth von cdsx benOtzt> und 
X bloss =39*43' 26-18" gesetzt, während auch 

X = 360* ~ 39*43' 2618" 
seyn könnte. (Die hier behandelte Aut<,^abe kommt in der Astro- 
nomie vor. Vergl. Grüne rt's Archiv XX, S. 295.) 

§. 33. 

Bereits früher haben wir Gelegenheit gehabt» Bögen > welche 
Winkel umspannen, xn betrachten ; wir haben dort den Halbmesser 
willkörlich gelassen. Oft ist es jedoch bequemer, denselben r= 1 zn 

setzen, da dadurch der J5ogen leicht aiisziidi ikkcn ist. Besclirt'il)t 
man nämlich zwischen den Seiten eines Winkels x mit einem Ila(b- 
messer = 1 einen Bogen, so ist dessen Länge: 

Dimngmtf «bM« Trifoaom«trie. 7 
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venu X ui Graden gegeben ist,, 

gleich j^, log = 8-2418773ti74-l«, 
wenn x in Minuten gegeben ist, 

wenn x in Sekanden gegeben ist. 

Wir wollen die Bezeichnung so wählen, dsss wir scbreihett src x 
nnd darunter denjenigen Bogen (arcus) verstehen, der iwischen den 
Seiten des Winkele x mit eihem Ilalbmesser r= 1 beschrieben ist. 

I) Wir wollen non annehmen, man lege uns die Gleichung 

arc X = 2 sin X 

zur Auflösung vor. Es tritt diese Frage dann auf, wenn man in 
einem Kreis diejenige Sehne sucht, welche den zu ihr gehörigen 

Kreisansschnitt halbirt. Ist nämlich x der Mittelpunktswinkel, r 

r» 

der Halbmesser, so ist r.arcx die Länge des Bogens, also ^ arex 

die FlSche des Ausschnitts; die Fläche des von der Sehne und bei- 

r* 

den Halbmessern gebildeten Dreiecks ist -r sin x, also muss 

■^arcx=:r'sin;K, arcx=28ii)x 

»eyn. 

Um diese Gleichung zu lösen, verfiihit man in folgender Weise : 
Gesetzt man kenne zwei nnr wenig von einander verschiedene 

Winkel und ß (ß'>a) so beschaffen, dass 

arc IT — 2sina und arc/9-^2sin/7 

von verschiedenen Zeichen sind, SD wind der gesuchte Werth von 

X nothwendig zwischen a und ß liegen. * 

, * Se7s.B.dieGi<Iuesfea — 2si]iaiiegstiv,sre^— 2«hi^poNttv; femoririidy 
laarex wwiÄl ali 2«i]iz ndi nütz nur allmllig Indern, die OfSsse siez — Stioz 
sndi sich mit z nur aUmllig Indern. Da nnn für z = a diese Giflue n^tiv fÜT 

T = ß (^a) aber positiv ist, so wird sie, wenn man x ron a bis ^ allmllig wachsen 
llMt, einmal dnrch Nul) gehe», d. h. es wird einen Werth von x mischen u und ß 
{(eben» für den arex — 2Binz = 0, also affcz = 2mux ist. Gerade. diesen aber 
tnchen wir.. 
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Man wird also Betzen können 

x=«-fü, 

wo die GrSsse n klein im VerhSltniss zu a ist (also z. B. nur wenige 
Minuten oder Sekunden beträgt). 

Der Annahme nach hat man also: 

arc (a -|- u) — 2 sin (a -j~ = 
Femer ist offenbar 

arc(«+u) = arca+arcuj 8in(a+u) = sina4~vcnco8a, 
wenn man cosn=: 1, 8inu = arca setzt (§. 15), was man beilftufig 
darf. Demnach ist 

arcor + arcu — 2siniK — 2arcuco8(r = 0 

arg \Ji[ \ — 2 cos a ] = 2 sin « — arc a 

2 sio a — arc u 

arcu = -= r 

1 — 2 coh a 

ans welclier Gleicliung beiläufig arcu, also auch u gefunden wird. 
Ob nun der wahre Werth zwischen a und a-|-u, oder a-^-u und ß 
liege, entsicheidet sich durch die Zeichen von 

arca — 2 sin a, ai*c (« -j- ii) — 2 sin (a -[- ^i*^' ß — 3^sin ß\ 
sind die zwei ersten Grössen von demselben Zeichen, so wird x 
zwischen or-j-u und ß liegen; sind sie von entgegengesetztem Zei- 
chen, zwischen a und a + u, immer unter der Voraussetzung, dass 
a + u<^. Man hat jetzt zwei nähere Gränzeu von x, mit denen 
man in derselben Weise verfahrt. Es gibt noch eine andere Art der 
Auflösung, die w sogleich aus einander, setzen wollen, nachdem, 
wir obiges Beispiel nach der angegebenen Weise gelöst haben. 



Von diesem Werthe an wird arc x natürlich immer wachsen, da Ja arc.x über- 
haiipt ▼ädut nüt wachsendem x ; da diess bei 2 sin x sieht der Fall ist, so Trird also 
nicht mehr arc z = 2 sin x werden können, so dass es nur einen einzigen Werth too 
Z gibt, der unsprer Gleichung gerügt. Wir setzen freilich dabei x nur positiv ror- 
aus. Würden \rir auch necrativo Werthe zulassen, 80 gttbe es noch einen SWOiten 
Werth, der, dem ersten gleich, aber negativ -wäre. 

Uebrigens ist auch für x = 0: arcx = 2sinx; die^^en Werth aber wollen wir 
nicht weiter beachten. "■ • 

Unsere Auflösung setzt voraas, dass mau zum voraus zwei Gränzen kenne, 
zwischen denen x liegt« Diese selbst hat man durch Frobiren su finden, was kci« 
neswegs sehr sdiwer ist. lUa hat n den £nde Ja Uosi die swei (s. B. ran 1* ver- 
wsUedsBon) Weithe a nnd fi so suchen, so beschalfen, dass 

- 2tina^are«, 2sin^'< arc/} 

7* . 
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Man Hn.l( t tür « — 108^ — 109^ wenn man die Tafein für 
die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen benützt: 

arc lOO*" = 1 -74532 aro 100<> = 1*74533 

arc- 8°r -0 l3962 arc 9^ = 0-15708 

arc 108* = 1-88494 arc 109* = 1-90241 

log 2 = 0:30103 log 2 = 0-30103 

log sin 108 V 9-97821 log bin 109° = 9-97567 

0-27924 0-27670 . 

2sin 108«= 1-9021, 2 sin 109" 1-891 

also arcl08'*~2sinl08«<0, arc 109** — 28in 109* > 0, 
d. h. X zwischen 108® und 109^ Mithin: 

2 sin 108« — arclOS« 



arcu = 



1 — 2co8l08« 



log 2 = 0-301 03 _ 0 0172 _ ^ ^, 

. logcoslQ8" = 9-48998(-) 1-6180 

9'79101(-— ) u zwisclieu 36' und 37', also unge- 
2cosl08« — 0-61803 fähr x = 108" 36', so dass man 

1-2 cos 108°= 1*61803. Ternrathet, es liege x zwischen 

2sinl08«— arcl08«=0 0172 108^36' nnd 108*»3r'. 
Es ist nunmehr: 

arc 100« = 1-7453292 ärc lOO» = 1-T453292 

arc 8° = 0-1396263 arc 8« = 0-1396263 

arc 36' = 0-0104720 arc 37' = 0*0107629 

• arc 108<>36' = 1*8954275 arol08°37' = 1 8957184 

log2 = 0-3010300 log 2 = 0-3010300 

log sin 108*36' = 9*9767022 logsin 108*37' = 9*9766597 

0-2777322 0-2776897 
26in 108*36' = 1*895536 2sin 108*37' = 1*89535 

Da somit 

arc 180^36' - 2 sin 108^' 36' < 0, arc 108'»37' — 2 sin 108°37' > 0, 
so liegt X /wischen 108°36' und i08°37'. Man s^tzt also jetzt 
«=108*36' und hat: 

log cos « = 9*5037353 (— ) 
log2 = 0*3010300 

9*8047653 (— ) 
2 Cosa = —0*6379187, 1 — 2 cos« = 1*6379187, 

, _ 1-895536 — 1-895427 _ 0 0001 09 
«arcn— 1-6379187 ^ 1*6379 ' 
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also wenn man ii in Sekunden hiernach logarithmisch herecbnet 

(vergleiche die I\ote zu §. 30): >. 

logarcu" = 0.82315-5 
5-31442 
1 13707 
u = 13-72". 

Al8obeiläufigx=108*36n3". Manhat 108»36'13"=390973", 

initliiu we nn man arc 108° 36' 13" logarithmisch berechnen will 
(Kote zu S.30): 

log390973 = 5-5921468 loc? 2 0-30 1 0300 

4-6855749 log sin 108^36^ 13" =: 9-9766930 
logarc390973" = 0 2777217 log2 sin 108« 36' 13" = 0*2777230 

lüg 390974 = 5-5921 479 log 2 = 0*301 0300 

4-6855749 log sin 108^36' 14" =;^9;9766923 
logarc 390974" = 02777228 log28in 108*» 36' 14" = 0*2777223 

also arc 108*36' 13" — 2 sin 108"36' 13" < 0, 

- arcl08^36M4" — 2sin 108°.36'14">0, 
d. h. der gesuchte Winkel x liegt zwischen 

108*^36' 13" und 108*^36' 14". 

Wir haben oben gesagt, dass es noch eine zweite Methode gebe, 
nach welcher man Gleichungen dieser Art lOsen kann, und es Ist 
von Interesse, dieselbe eben&Hs darzustellen. 

J )a mau arc x = 2 sin x, 

also auch log arc x = log (2 sin x ) 

haben soll, so wird man wieder wie vorhin zuerst zwei wenig ver- 
schiedene Werthe a und ß suchen, für welche die Grössen 
log arc a — log (2 sin a), log arc — log (2 sin ß) 
von entgegengesetztem Zeichen sind. Der wahre Werth x liegt 
dann zwischen a und so dass man 

x = a+u 

wird setzen können, l^a «-f-^^ nicht viel verschieden ist von «, ß 
dessgleichen, so hat man nach §. 15: 

'log28in(a-|- u) — log 2 sin«: log 2 sin /ff — log 2 sinix = u : — a, 

logarc(a-|-a) — logärca: log arc — logarcq( = a:/9 — a, 
woraus leicht fqlgt, wenn man die ersten Seiten beider Proportionen 
Bubtrahirt : 
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log2sm(a-|-u) — logarc (a-j-u) — log2Binir4-logaTca: 

log 2 sin /9 — lo^r arc ß — log 2 sin « + log arc a — u : ^ — a, 
und da log 2 sin («+ u) =: logarc (a -f- so ist also log arc a — 
log 2 sin a : log 2 sin/? — log arc/? — |_log2sina — logarcaj = u: 

= togarca~log2aintt • 

^ ' log 2 sin — log arc/? — [log 2 810 a — iog arc ir]' 
Im obigen Beispiele ist a = 108^ ß — 109*, ß—a = 60', 
log arc 108«— log 2 sin 108* = — 0*00395, log 2 sin ß — log arc ß = 

— 0 00260, also 

i ISA -0 00395 :m 

Weiter «= I08":>6' = 6516'; 

logarc 108*36' = 0-2777072, log28in 108<»36' = 0;2777322, 

ß = 108«»37' = 6517', ß — tt^ 60"; 
logarc 108« 37' = 0 2777738, log2 sin 108*37' = 0 2776897, 

u^' = 60 . — - 2-5^ = 60 . ^ = 13", 
— 841- 250 1091 ' 

also x= 108' ;i6'13" wie oben. 

2) Sey vorgelegt: 

arc X = I sin 2 z I /r, 
welche Gieichnng vir ebenfalls nach beiden Methoden Idsen vollen. * 
Zunächst hat man wieder zwei Werthe von z, a und ß, zu Sachen, 
Ar welche 

arc a - \ sin 2 « — ^ , c, arc ß ' — j sin ß — | /r 
von versciiiedeDen Zeichen sind. Alsdann setzt man 

sodann * c08u== 1, sinn = arc n, sin2n = 2arcu, 



* Man findet diese Gleichung, -RPiin man einen ViertcUkreis durch eine 

Senkrechte auf einen der zwei beirränzonden Halhmesser halbiren will. Würde 

etwa in der Figur 13 man sich einen senkrechten Halbmesser auf CG in C denken 

und es sollte AFG gleich = „ der Kreisfl&che seyn, so wäre GCA — x und also . 

. . r'arcx r'ainzcosx r' sin 2z 
Ansaehnitt GAC = — ^ — , AFC = = = 3 — , 

4.h. midiin: r'srcs Htin2i r^« ^ * 

=^.aw»-ltiii2x = -, 

arc X ^ f sin 2 X -|~ 
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«nd hat: arc(a + u) — ^8in(2«-+-2u) + Jtt, 

d. h. iUc a \~ arc u — i sin 2 er -f- aVc u . cos 2a-\-\7i 

arc « — ^ sin 2 « — | sin 2 « + 1 zr — arc a 

arca = * — = ^ ~ • — 

cos 2« — ] , ' l — cos 2a ' 

nach weiclier Formel aroa erhalten vird« and n sodann leicht ge- 

teden werden kann. 

Der ganse Reehnangsmechanismos ist nun der folgende, wobei 

wir wieder Tafeln von arca benutzen wollen. 

arc66»=: 11519173 

arc 67** =1-1693705 

iogsin 132°r:-9-87l07.io logsin 134' = 9-8569341 

E.log2=:9'698%99 JE. log 2 = ^'6989699 

0-57Ö0434— 1 0-5559040—1 

tsin 132» = 0-3716724 i sin 154»=5 0-35967 

t7r = 0 78539 82 t;r =9'78539 

M569706 1 14506 

arc 66 ° < i sin 1 3 2 " + ;. ;r, arc 67 " > i sin 1 34 " + i ;i, 

cos 132»= -0-6691306, 1 —tos 132° = 1-6691306 ' 

. M569706- 1-1519173 50533 

arc n = ■ = = 0 00302. 

. 16691306 16691306 " 

n' zwischen 10' und 11'. 

arc66*= 1*1519173 arc66*= M619173 

arc 10" — 0*0029089 arc 11* = 00031998 

arc66M0' 1-1548262 arc 66" 1 T = 1-1551 171 
logsin 132^20' = 9-8687851 logsin 132*22' = 9-8685548 
£.log2 = 9-6989699 E. log 2. = 9-6989699 

0-5677o50-:l ^ 0-5675247—1 
l8inl32*20' = 0-3696196 ' ^8inl32<» 22' = 0*36942 
^ l>r= 0*78 53982 0*78539 
M550178 1*15482 
' a = 66*'10', /^ = 66M1'. 
cos 132*'22' = ~ 0-6738726, 1 — cos 2« = 1-6738726, 
1 15501 78 — 1 1548262 ^ 
•"'"^ r6738726 = 0-0001145, 

u zwischen 23'' und 24"; also z = 66* 10' 23", auf Sekunden genau. 
Nach der zwdten Methode mnss 
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log [arc X — i = log ^ »in 2 X 

seyn. Demnacb: 

log i siu (2 a + 2 u) — log ^ sin 2 « : log i sin 2 ^ — log ^ sin 2 a 

— u:ß — «, 

log |_arc(a + »i) — i^J ~ 'og a — ^rt) : log [arc/? — ^n] 
— log[arca — i7r| = u:/? — «, 
wocaus dann, da. log [arc (a -f* °) — ^tt] = log | sin (2 a 4* 2 u) : 
log [arc a — {nl — log^ sin 2 a : log^sin 2 ~ log [arc ß — \jt] 

— jlog^sio2a — log[arccr — {7i\\ —uiß — a 

. log[arca — Att] — log^sin2flf 

.n = vp — <*/ • 7 

logisin2/? — log [arc/? — {n] — jlog^&iQ2a 

— logfarctt — {n)\ 

a = 66^/? = 67^ /?— a = 60'. 

log [arc66^— i;r] = logO-3665191 = 0-6640966— 1 

log t sin 2 « = 0 5700434- 1 

— 0'0069468 
log [arc 67 " — ^ttJ = log 0-38.S9724 — 0-5843()00— j 

log^8in2ig:^ 0-r)r).S904() — 1 
* 00283960 
-ßO -0-0059468 59468 

n — DU . _ Q.^j283960 — 0 0059468 ~ * 343428 ~ 

« = 66 • 10', = 66* 1 1', — « = 60". 
log [arc 66« 10' - i ttJ = log 0*3694279 = 0-5675297—1 

log^ siji2^ :=: r 0-5677;'^.'30--l 

— 0-0002253 

log Larc 66 Ml ' — i ttJ = log 0 -3697 1 88 0 -56 787 1 5— 1 

logj sm2ß = 0-5675247- 1 
0*0003468 

— — 00002253 2253_ 

" - • «. 0 0003468 - 0 0002253 ~ * 5721 ^'^ • 
also x = 66*10' 23-6". 

3) Man habe die Gleichung: 

arcx. smix= 1. * 

*' Mta «ilillt dittte Gleidnnig, wenn man sieh die Aufgabe «lellt, Ja einem 
Tiertelikieis eiuMi von einem Endpnnlcfce ans gerechneten Bogen sn bestimmes» 
so, dass seine Sehne, wenn man sie Terlingert, bis sie den Halbmesser' des andern 
£ndpQakts des Tiertelskreises triflk» mit Oirer VerlSogening dem Begen gleich sey. 
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Hier ist also 

arc -(- u ] sin [ ^ 4" T " I = 1 ' 
I arc « -|- arc 11 j j.sin:j«-j-T*rcucosia| = 1, 
oder wenn man arc^u veroachlässigt : 

arca sin 4a + arcu [sin -|- jarc acos^ aj = 1 

1 — arc or sin 4 a 
arc u = -T-T — r-j p-^ . 

Bechnet man nach diesem Schema, so ergibt sich 

x = 84«r>3'38-8". 
Kach der zweiten Metliode inüsste 

log arc X -J- log sin i x := 0 

sevn. Nun ist 

log sin^ (« 4- u) ~ logfiini« :lo^ tnniß — log sin = u : --a, 
h>g arc (et 4- <i) — log arc « ; log arc — log arc a = n : /9 — «,. 
voraus durch Addition, da 

log sin K«^ H~ + log (« -f- n) = 0 ist, 
— log sin i a — log arc « : log sin ^ ^ -|- log arc ß — log sin ^ a 

— log arc « — u : /9 — a 

• log [arc «.sin 4«] 

log [arc a. sin i«] — log [arc ^ sin ^/SJ' 
Wir wollen hiernach die Rechnung nochmals durchfähren: 
« = 84«. iJ = 86» — a = 60'. 
log arc 84«= 0 1661566 log arc 85*» = 0*1712962 

log sin 42 ° = 9-8255 1 09 log sin 42 ° 30' = 9-8296833 
0-991 6674—1 00009795 
= «_ ,0-0083325 
— 60 —0-0083325 _ 83325 

u — t)ü . _0 008332ö — 0 0009796 '93120 "~ 

a = B4^5S\ß=z 84*64', — a = 60". . 
logarc84«63' = 0*17069^7 logarc 84*54' = 01707860 
log sin 42* 26' 30" =^'829200 3 log sin 42* 27' = 9'8292694 

0-9999000—1 0-0000544 
= — 0-0000999 

-0-0000999 999 

u = 60 , = 60 . = 38*8" 

— 0*0000999 — 0-0000544 1643 * 

x = 84*63' 38-8". 

Zur Uebung mögen dienen: 
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106 Fünfter Abschnitt. 

aro X = COS X, X = 42* 20*. 47*2" ; 

arc x = sin x + ^TT, x = 132*20' 47-2", 
arcx = sinx+|7r, x = 149° 16' 27*0"; 
arcx = itgx, x = 66®46'54-2". 

(Enl0r, iatradaetio IL) 



FilHfler AbschMttt. 

BaitiBimiuig eiiMt IMmIu aiii Yeil^ 

§. 34. 

Wir haben im dritten Abschnitte gesehen, in welcher Weise ein ' 
Dreieck zn berechnen ist, wenn gewisse Stücke in demselben bekannt 
sind. Die dort als gegeben angesehenen Stficke waren jeweils nur 

einzelne Seiten und einzelne Winkel. Es kann aber auch der Fall 
eintreten, dass die ge^^ebenen Stücke nicht einfach Seiten und Win- 
kel, sondern Verbindungen mehrerer Seiten und Winkel sind, oder 
dasB weitere Grössen bekannt sind, die das Dreieck geometrisch 
vollkommen bestimmen, so dass es anch analytisch mnss bestimmt 
werden können. Wir wollen, ohne nns in weitere allgemeine Er-» 
Arterungen einzulassen, an einer Reihe von Aufgaben zeigen, wie 
man hier zu verfahren hat. 

1) In einem Dreieck ist gegeben eine Seite a, ein ihr anliegen- 
der Winkel B, und die Differenz der beiden andern Seiten; man soll 
das Dreieck berechnen. 

Die beiden andern Seiten sind b nnd c; wenn nicht gesagt ist, 
weiches die grössere der beiden seyn soll; so ist die Differenz b — c 
positiv oder negativ zn nehmep, so dass wenn a die gegebene IHffe- ' 
renz, man hat b — c = ± «. 

Nnn ist (§.22 (29)): 

^ sin A : sin B = a : b, sin C : sin A = c : a, 

, asinB asinC * ' 

P= . . , c = -: — 7-, 
sm A sin A 

mithin, da sicherlich A+B-f-C = 180^ C = 180'' — (A + B), 
ainjC = sin (A-f- B): 
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b— c= . I sinB— sin(A+B)l=a 



^ 2cos(B+f)sin(-0 -, 

l . A A J 

2Bm— cos— 

(§. 14) 



= 



= — acosB-l-asinBtg^ (§•8)» '^ 



d.h: 



+ « = — acosB-l-asinBtg—, 

2S 



A a cos 13 + a » 

^2"" asinB ' 

A . * ' 

voraas, da < 90 ^ der Winkel A bestimmt werden kann, vorans» 

gesetzt, (Jass die zweite Seite dieser Gleichung positiv ausfalle. Ist 
also z.B. B stumpf, so kann bei a bloss das obere Zeichen gelten, 
da natürlich dann b > c ist Q..8. w. Ist nonmehr A bestimmt, so 
kennt man in dem Dreiecke eine Seite nnd alle Winkel nnd kann 
dasselbe nach §. 24 berechnen. 

Sey etwa a = lT3, B = 66*25' 13", b > c, « = 27, so ist 
a cos B = 95-686, a cos B + « r^.^ 122*686, 
log(acosB + aj = 2 0887950, log a sin B = 2* 1587621, , 

log tg ^ :±= 9-9300428, ~ = 40« 24' 18-6", A :== 80«48' 3M". 

Anmerkting. Wtren beide Grössen aeosB-f-a, acosB — a poiitiT, so 

A 

gäbe es zwei Wcrthe von — , also auch zwei Dreiecke; in dem einen (a mit dem 

obem Zeicbeo) vAre b^c, ia^dem ande/n b^e. Es Tersteht sich ron selbst, 

dSM, weu 4M Draieek mili^ck teyn soll, nidit bloss tg^ positiv amfalloii mnss, 

BondMii OS nmM auch A -("B ^ 180* Myn. Uoboriiaiipfe dflifen bei eB dieson Anf- 
gaben ^ Üeraltate den Gnmdbedlngniigva der MO|^iobkeit eines Dreiecks nidii 

widersprechen. — Fiele tg — negatir aus, so wire mit den gemaobten Angaben 

. 2 

ein Dreieck unmöglich. 

2) Derllnifang eines Breiecks ist gegeben, so wie die drei Win- 
kel, man soll das Dreieck berechnen. 
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108 Fünfter Abschnitt. 

Man hat: a:b = 8mA:smB, a:c = 8tiiA:smC, 

asinB asinC 
o = — ^ — c = — : — 7-, 
sinA sinA 

also daa-|-b-|-c = a gegeben ist : 

, asinB , asinC rsiDA+sinB+sinCT 

SinA smA I- smA -I 

Aber 

sin C = sin (A + B) = 2 sin 1 ( A + B) . cos 1 ( A + B)» 
sinA+sinB — 28inl(A+B).co8KA-B), (§. U) 

al8o ' 

. sin A+sin B + sin C = 2 sin i( A+B) [cos i (A+B) + cos^ (A— B)] 
= 2 sin ^ (A -|- B) cos ^ . cos ^ J = 4 sin 4 (A -j- B) cos ^ cos 5, 

und da 8iai(A + B) = sin|.90^ — iCj = cos4C, 

also .Ai.-ni»/^ A A B C 

/ smA+8inB + 8inC = 4cos— cos— cos— , 

A Z ^ 

SO ist 4cos{AcosiBcosjC 4 cos ^ A cos ^ B cos ^ C 

et —— a • • . — * a • A * * A ' d A 

SinA 28in4AcosfA 

- cos^Bcos^G 

= ^a. :— — 7 — . 

sin^A 

Hieraus : 

. A . B . C 

Bin- sm- sm- 

* = TT — b==la. T 2q..c = ia. 



B C'"""''^" A C* A B* 

cos — cos — *'*^^'2 2 ^'^^ "2 

Für a = 13000, A = 48® 17' 30", B = 63" 39' 40", C = 68" 2' 50", 
erhält man : 

a=3776-96, b = 4ö32-85, c = 4691 19. 

Wollte man den Flächeninhalt des Dreiecks durch die gegebenen 

Stflcke finden, so hätte man ftlr denselben (§. 28): 

.A,B.^ .A.B_.C.C 
, . ^ sm-rsm— smC , sm- sm■-.2sln-cos- 
ab8lnC . ^ 2 2 2 2 2 2 

2, ~B A X""8 B^ A ,C 

COS-^COfr^COs'- ^ cos -r (508 -r cos'- 

. A . B . C 

cos — cos— cos — 
2 2 2 " 
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3) Man kennt die sämmtUchen Winkel eines ^Dreiecks und die 
Summe a.-f-b zweier Seiten. 

Aus §.23 folgt: 

*^^eüs { (A — B)' 
wodurch die. dritte Seite gefunden, und somit die Aufgabe anf §. 24 
redozirtist. 

Man bat ttbrigene ancb nacb §. 23 Formel (32): 

a-b = (a+b)^SM^^ = (a+b)tgi(A-B)tgiC. 

wodurch a — b gefunden wird, und da man a-j-b bereits kennt, so 
erhält man leicht a und b. * 

VllY 

a-f b = 650,A = 66'»28'13-6",B = 42*30'3-6",C = 72°i'42-8" 
findet sich a = 373, b = 277, c = 390. 

4) Ist die Differenz a — b gegeben und die "V^kel, so hat man 

(§.23): 

= ^17(A-B T »+b = (a-b)cotg4Ccotgi(A-B). 

Für 

a — b = 3243-2, A — TO«» 8' 33", B = W17' 56", C — 56°33',31" 
folgt : a = 1 ] 227*2, b = 7984, c = 9539' 18. 

5) Man kennt eine Seite a eines Dreiecks, die Differenz B — C 
der beiden Winkel an derselben (B > C) nnd die Differenz der zwei 
andern Seiten b — c (natürlich anch b > c). 

Kach §.23 Formel (;i3): 

, ^ asinKH — C) " 
cos 4 A = ^ 

0 — c 

wodurch A gefunden wird. Dann ist (§. 23 Formel (32)): 

b + c = (b — c) cotgl A cotgi(B — C), 
wodurch b-|~c erhalten wird, also, da man b — c kennt, anchb und 
c, so dass jetzt genügende Stficke bekannt sind (§. 26). 

a=6691-99, b— c = 1363-02, B — 0 = 26'» 57' 20", gibt 
Aä40°37'2ü"; b=.8671-ü3, c = 7308-01, B 82° 4ü'0", 

C = 56<>42'40". 

6) Man kennt nebst den drei Winkeln die Grösse a+b — c 
nnd soll das Dreieck berechnen. 



c 



iJiyiiizea by GoOgle 



\IQ FQafter AhMhnitt. 

. Wie in Nr. 2 ist 

. , rsinA + sinl3 — sinCl 

r 2 sin ^ ( A+B) cos K A - B ) — 2 sin j ( A+B) cos { (A+B) l 

= a . ^^^^ cosKA-B) - coBi(A+B)l 

2ticos sin lA sin _ 2a8infficos 
«n^Acos^A cos JA ' 

+ — c)cosJA (a+b— Qj.cosJB 
28iniBco8iC • 28miAcoßiC ' 

c = (a + b) — (a + b — c). 

a + b - c = 910, A= 67» 22' 48-5", B = 63*7'48-4", 

C=rr59''29'23-1 gibt a = 975, b = 845, cr^910. 

7) Es ist die Summe a+b, die Seite c und Winkel C gegeben. 
Da G gegebto ist, so hat man A+B = 180** — C; ferner folgt 

•««§•2^^ cosl(A~B)^^^+i^J^, . 

A— B 

also wenn man A > B . voraussetzt, so findet' sich hieraus — ^ — , 

indem ganz sicher ^(A — B)< 90* mithin da auchJ(A+B) = 
900_|C, so findet man A und B und die Aufgabe ist anf §.24 
zurückgeführt. 

a-|-b = 944-3, 0 = 525-486, C=:64°9'l()" gibt 
A = 40°32' 16", B = 75 n8' 28", a = 379 ö, b = 564 Ö. 

" ■ §. 35. 

8> Man kennt den Flächeninhalt F eines Dreiecks, eine Seite a 
und den Umfang ü = a + b + c. 

Aus §. 23 Formel (34) folgt, da 28=U; 

A \ AU-b)au '^-c) _\ /äÜ-a)aU-b)Ul-r-c)iU 

Hieraus findet sich A. Da b + c = U — a, so kennt man auch . 
1> + c, mithin erhält man ans §. 23 : 

co.i(B-C)=^^±£)i!5i^ 
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tmd Venn man B > C voraussetzt, den Winkel B — C; (|a B-f-G 
= 180^ — A, so findet man jetzt B und G und kann, da 

b — c == (b + c) t«i (B - C) . tgi A (§. 23 Fonnel (32)), 
leicht noch b — c berechnen, also b nnd c finden; oder auch, da a, 

A, B, C bekannt sind, die Aufgabe auf §. 24 reduzireii. 

F=l5m2, a = 625, U ^ 2034 gibt A = 41 «42' 32-1", 

B = 32^31' 13-5", C= 105*» 46' 14-4", b = 505, c = 904. 

9) Man kennt den Flächeninhalt F, den Umfang U=-a-|~h-:(:-c 
nnd den Winkel A. 

Ans §> 28 folgt: 

2F 

bc = — r» b + c = U — a, 
smA 

also (b+c)»=b»+2bc+c« = (ü — a)». 

Nach §. 22 (31) ist aber 

b»+c» = a*+2bcco8A^a*+^?^ = a«+4FcotgA, 

. suiA -o— » 

also hat man 

ü*— 2aü-|-a* = a»+4FcotgA + -^, 

, sm A 

U» — 2aü = 4FcotgA+4^* 

mdA 

^ U»— 4FrcotgA+^ rl=2aü. 

Aber 

... 1 cosA + 1 2cos^^A ^ 

cotgAH--— r = ^ — ^— r — = . A « A =cotgtA, 

^ ' sinA sinA 2 sin ^A cos JA 

also 2aU = U'- 4Fcotg4A, 

• ; *'^tr»^4FcotgJA U 2F ^ , ' 
a = =-_-_cotgiA. 

Kennt man hiedurch a, so hat man auch b-{-c = U — a, nnd 

dann aus §. 23 : /u i \ • . * * 

,/u rn (b+c)smtA 

cos4(B — C) = — = — ' = — , 

a 

wodurch, wenn man B > G voraussetzt B G gefanden ist. Da 
B-|-G = 180* — A, 80 findet man nnnmehrB undG nnd kann jetzt 

das Dreieck leicht berechnen. 

Natürlich rauss a positiv und < b + c, d. h. < Ü — a ausfallen» 
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Ffinftnr AbidiBitk. 



10) Man kennt einen Winkel C eines Dreiecks, bo wie die zwei 
Stücke, in welche die von diesem Winkel «uf die entgegenstehende 
Seite c gef&llte Senkrechte diese Seite theiit 

»f.io. 

C 




Fällt die Senkrechte CD innerhalb des Dreiecks, so soll x po- 
sitiv seyn; fällt sie ausserhalb, so soll dagegen x negativ genommen 
werden. Alsdann sind die zwei Abschnitte immer c — x = AD mid 
X= 4:BD, und es muss also in der Aufgabe geradezu angegeben 
seyn, ob die Senkrechte innerhalb des Dreiecks ßillt, oder nicht. 
Die zwei Grössen c — z und x als bekannt angesehen, hat man: ' 

c — x = bcosA, x = acosB, 

also bcosA c — x 

acosB X 

Femer: . . * • » ^ sin B 

a : b = sm A : smB, — = — -r» 

a smA 

also 

cosAsinB >_ c — x cosAsinB . ^ c cosAsinB. |_c — 2x 

sinAcosB^ x ' sin AcosB ~~x* sm AcosB ~ x ' 
worin c = (c — x) + x = AD±BD, und c — 2x = (c — x) — x 

= AD + BD bekannt sind, 

d.h. cosAsinB + sinAcosB c cosAsinB — sinAcosB. c — 2x 



oder 



sin AcosB 
sin (B + A) 



X 

c sin(H 



sin AcosB x sin AcosB 
woraus: sinCir-fA) c 



sin AcosB 
A)_ c — 2x 
■ X • 



8in{B — A)""c — 2x' 

also da B + A = 180« — C, sin_(B + A) = sin C : 

sinC c . /o . A\ c — 2x 

— ,«n(B-A)=— 



sin (B — Aj c 
c — 2x 



sinC. 



Ist hier 



negativ, so hat man statt dieser Gleichung: 
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sin (A — B) = ^ — sin C. 

Hieraus ergibt Bich A — B oder B — A, welche Differenz bei 
positiveni x sicherlich < 90^ ist, da sowohl A als B unter 90** lie-. 

0 <— 2x 

gen; bei negativem x, in welchem FaUe positiv» also B > A 

c 

ist, könnte die DittVrenz B — A kleiner oder grösser als 90" seyn, 
so dass man fnr B — A einen^ spitzen und einen stumpfen Winkel 
erhielte. Beide AuHüsangen werden dann im Allgemeinen zuzu- 
' lassen seyn. Da A-f-B = 180® — G, so erhält man A, B, und es 
mnss B (bei negativem x) stumpf ausfallen. ICan wird also in die- 
sem Falle zwei Dreiecke erhalten, wie diese auch dnrch geometri- 
sche Konstruktion leicht gezeigt werden kann. Denkt man sich 
nämlich die Linie DC verlängert, so w ird man auf ilir noch einen 
zweiten Punkt sich wählen können, für den die Linien nach B und 
A mit einander denselben Winkel machen wie die von C nach A und 
B. Es ist diess schon daraus ersichtlich, dass wenn man den Punkt 
0 zuerst in D legt und sich dann denselben auf der unbegrenzten 
Geraden DG (die wegen gegebenen AB und BD ja gegeben ist) 
fortbewegen Iftsst, der Winkel G eine Zeit lang wachsen, dann einen 
grössten Werth erreichen und von da an wieder abnelinien wird. 
Ein jeder Winkel C, der nicht Jenen grössten Werth überschreitet, 
kann mithin zweimal vorkommen. Für den Fall des grössten Wier- 
thes wirdB — A = 90°, wie leicht ersichtlich, da dann sinG am 
grttssten ist, und dann freilich sind die zwei aus obiger Gleichung 
folgenden Werthe von B — A einander gleich. 

11) Kennt man in der vorigen Aufgabe statt de^Winkels G etwa 
die Seite b, so ist: 



cos 




wodurch man sicher A erhält. Aus c(=AD±BD), b und A be-r 
rechnet man das Dreieck nach §. 25. 

12) Man kennt die drei Höhenlinien eines Dreiecks, dasselbe 
zu berechnen. 

Seyen a, ß, y die dsei Höhenlinien von den Spitzen A, B, G 
aus, so ist. offenbar 

aa=/?b = yc, 

l>i«ar«r, «beno Trifmomctrie. 8 ^ 
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da die Hälfte jeder dieser Grössen die Fläche des Dreiecks aus- 
drückt. Daraus folgt: % . 

a]80 die Fläehe aach (§. 28): 

i V(a+Ja+^a) (a+^a-^a) (a- Ja+^a) 

(~a+^a+p)=iaa, 

d. h. 

»V(/?y+«y+«/?)(/?y+«y-«i^)(/?y-«y+«^)(-/^y+«y+«« 

2«/gW 

woran» dann b und c. Aus den drei Seiten folgen dann die Winkel 
(§• 26). 

13) In einem Dreiecke kennt man den Winkel C, die von C 
auf c gelallte Senkrechte h und den Umfang des Dreieck» 

ü = aH-h+c. 

' Zur Bestimmnng der drei Seiten a, b, c hat man offenbar ibl- 
gende Gleichnngen (§§. 28, 22): 

ab8mG = ch, c*=a'+b'— 2abcoÄC, a+b+c=ü. 

Daraus folgt 

a + b = U — c, a^+2ab4-b' = ü*— 2ÜC + C», 

d. h. da 

a* + b' = cH2abco8C=c*+4^cosC = c^ + 2chcotgC: 

c«+2chcotgC4-4^=,ü*— 2üc4-c^ 

2chrcotgCH--r^n=ü*— 2ÜC 
L sm (J-i 

L smC J 2sm^Ccos|C 
2ch.cotg4C = U' — 2ÜC, 2c[h.cotgiC+UJ=U* 

'''~"*hco(g4C+r 
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t 

Kennt man nun c, nimmt ferner an, es sey a > so kennt man auch 

ch ' ' • 

ab = -T— 7;^ ferner a^b=iU— c; jniui hat also 

a+ b = a, ab = a mid ß bekannt. 
Daraus a*+2ab-(-b* = a' 

4ab =4/g 
a»— 2ab+b' = a»-4/5, 



d.h, (a— b)» = «»— 4/9, a— b = VV--4/?, 

mid da a-f-b = a,a — b = Va* — 4/?, 

80 tinijet man a und b. Aus den drei Seiten ergeben sich sodann 

die drei Winkel. 

14) In einem Dreieck kennt man die drei Winkel A, B, C, so- 
wie die Senkrechte h, die von der Spitze C auf c geföüt ist. 

Man hat offenbar (Fig. 20): 

h . A ^ • TJ 

^ = smA, — = smB, 

d.h. X. ^ h 

b = -T— r, a = 



sinA' sinB' 
Sind nnn a» b, C bekannt, so ist das Dreieck gegeben. (§. 25). 
Diese Aufgaben mögen genügen, nm zn zeigen, wie man sich in 
ähnlichen Fällen zu helfen hat. 

Statt Aveitere Aufgaben dieser Art beizufügen , ziehen wir es 
vor, nunmehr eine Keihe praktisch mehr oder ^minder wichtiger 
Fälle zu betrachten, die uns Gelegenheit genug geben werden, die 
vorgetragenen Lehren anzuwenden. 

ABmerknng. Wir halMn bereHi in dw AmMikimg ni 9r. 1 In f . 84 dM^ 
uf Miftneifciuiin gemacht, dass wenn die Aufgaben, die hier gMtelH inudta, eine 
L9ntDg snlassen sollen, die Resultate nicht den Grundbedinfiiiigen d«r JBxifteni 
eines Dreiecks widersprechen dürfen. Diese sind aber: * 

Drei positive Winkel, deren Summe = 180^ ist, iLönnep imnier in «inen Drei- 
ecke vorkommen. 

Drei Gerade, von denen je zwei grösser sind, als die dritte, können immer eia 

Dreieck bilden. 

Sollen drei gegebene Winkcb welche der ersten Bedingung entspredien, mit 
drei gegebeneti Graden, die der zweiten entsprechen, in demselben Dreiecke ver- 
einigt seyn, so müssen die Winkel nnd Geraden den Formeln (29) in §. 22 entspre- 
ehen (also natürlich anch allen flbrigen Formeln der §§.22 nnd 23). 

Ein Winkel, der gesacht wird, muw aleo immer poiitlT md kleteor ala 18(1* 
■ayn; nrei Winkel mllMMi soimibmb kkfa«r alt 180^ Mya u. a.v. 

8* 



0 
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Seelister Absclmltt. 

AvMmg eintr Ealha.pnktiieli« AvügtSkmL 

§. 36. 

Indem wir nachstehend eine Reihe Aufgaben , die inehr oder 
minder für. die Praxis wichtig sind, Idsen, haben wur natfiriich nicht 
die Absicht, eÜten Knrsns der praktischen Geometrie aufzasteUen« 

Die Aufgaben sind für uns hier mir in so ferne von Interesse, als 
sie Anwendungen der vorfretragenen Lehren fordern; die wirklielie 
Ausfühiaing, die dabei nüthige Vorsicht u. s. kann begreiflich 
nicht Gegenstand dieses Abschnitts seyn. Eben so haben wir auch 
gar an einfache Aufgaben nicht berührt, wenn sie gleich vieUeickt 
für die Praxis sehr wichtig sind. 

1) Man soll die Länge der nnzngftnglichen Geraden AB be- 
stimmen, wenn man von zwei Punkten C und D ans sowohl A und 
Ii als auch jeweils D oder C selieii kann. 

Man messe die Standlinie CD = a, Hf.n. 
sodann die Winkel ß, so wird sich 
hieraus AB = x bestimmen lassen. 

In dem Dreieck AGD kennt man hAm-« y^. x / 
lieh die Seite CD nebst den Winkeln ^ \y g / 
ACD = a+/?, ADO = y, kann also nach . y 
§. 24 das Dreieck berechnen, namentlich ^ ' % 
also die Seite AD; in dem Dreieck BCD kennt man eben so CD 
und BCD = ß, CDB=y + J, kann dasselbe also gleichfalls be- 
rechnen, speziell die Seite DB. In dem Dreieck »ADB endlich kennt 
man AD, DB nebst ADB = kann also dasselbe nach §. 25 be- « 
rechnen» d. h. die Seite AB finden. * 

Zur üebung legen wir vor: 
CD = 4550I*62, a = 39*8'48*l", = 67'»13'67-4", 

woraus AB = 40876 03 folgt: 

Es wäre auch möglich, dassAB die Standlinie CD durchschnei- 
den wUrde. Misst mun nan wieder CD — a, die Winkel a, ß, /, 
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so kann man in dem Dreieck CAD, nach §.24 ^ Fif.fi. 
die Seite AD, in dem Dreieck CBD nach §. 24 
die Seite BD berechnen. Alsdann erh&lt man ans 
dem Dreieck ADB nach §. 25 die Seite AB. 
Sey f&r diesen Fall: 

CD = 88901-14, a = 29<'24'34'9^ 
• /? = 25<'8'35-0", y-^44n2'39-6", 
^= 18«3Ü'9-2", 
ao hat man (§§. 22, 25): 

CAD = 180*-(«+y), CBD=180*— 
n^.Aua CD. sin Ä 




AD = 



UD = 

sin (« + yI T sin (ß + ^Y 



^9 — 



2sinUy + <^)VAD.BD BD — AD 
~- AB= • 



BD— AD 



cos (fi 



« -f y = 73 ^37' 1 4-5", /9 + 43 ° 38' 44*2", 
T(y + <^)==^3r21'24-4". 
log CD = 4-9489073 log CD 4 9489073 

log sin a =- 9*691 1 267 log sin j9 = 9*6282663 

E . log sin (g + y) = 0 0 1 79930 E . log sin (jg + = 0'16 10276 
log AD = 4*6580270 log BD = 4*7382612 

AD = 45501 -63 BD = 54726 95 

BD ~ AD = 9225 32 
log (BD — AD) = 3-9649814 
log 2= 0-3010300 



logsinKy + ^)= 9-7163086 

, llogAD= 2*3290135 

ilogBD= 2*3691006 

£.log(BD— AD)= 6*0350185 



log (BD — AD) = 3-96498 1 4 
E . log cos (f r^ i: 0-7572171 
logAB=^ 4-7221985 
AB ,= 52747-09 



log tgc/ — 10-7504712 ' 
log cos 9= 9-2427828 
2) Gesetzt man kenne, wie im Falle jSr. 1, die Länge von CD; 
mau habe dagegen die vier Winkel CAD, DAB, ABC, CBD ge- 
messen und soll nun AB berechnen. 
Man hat fttr die erste Figur: 

AGB = m* - (CAB + ABC), 
ADB = 180« — (DAB + ABD), 
kennt aUo ACB und ADB; nunmelu ist, wenn AB — ä, CD = a: 
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x:BC = smACB:sinC2yj, BC = 



X sin CAB 
siD AGB ' 



sinDAB 

X : BD = sin ADB : sin DiVB, BD ^ x . , 

smADB 

Im Dreiecke GDB ist nun (§. 22): 

=: BG ' -h BD * — 2 BC . BD . €08 CBD 
— af s^P^CAB . gin'DAB 28inCAB.gipDAB.co8CBD "l 
Lsin^ACB^^sin'ADB ein AGB . sin ADB J* 

ftleo 



x = 



VI 



sin'CAB . sin'DAB 2 sin CAB. sinDAB. cos CBDl* 



J 



sin^VCB ' sin^VDB ' sin AGB . sin ADB 
Ganz dieselbe Formel gilt auch für die zweite Figur. 
Will man diese Grösse zu logarithmischer Kechnung bequemer 
einrichten, so sey (vergl. §. 26)* « 

sin CAB sinDAB 28inAaVmn 
am AGB sin ADB m — 

alsdann ist 



m — n 

0' 



x = 2— ^(y^wischen 0" mid 180°). 



3) Mlan kennt die Linie AG = a,^G=rb, die Winkel DAG 
DBG = ß, AGB = Y nnd soll liier<tfi8 die Lage des Punktes D he- 

stimmen. 

Sey AGD = x, DGB=:y, also x + y = y. 
Kun ißt (daADC = 180" — (a+x)urs.w.): 
CD : a = sin a : sin (a + ^)» • 
GD:b = sin/?;8inO?-KyX / 



woraus 

asince 



yn(a+xy- •iiiO»H-y)' 

h&inß s\n(ß-{-y) b sin/S 




sin(« + x) sin(/9+y)' sin(a+2i^)~~asina' 
d. h. da y = / — x : 

sin(/y-f~y — x) _ bsin/y 
sin(a+x) asina* 
sin (ß ■^y)cos\ — cos (/g -[" x) sin x hsinß 

sin « cos X 4- cos« sin X asina* 
8ip(/?H-y)— C08(/y+y)tgx _ bBinig 

sin a -f- cos a tg x ssiu a 
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a sin a sin + y) — b sin a sin ß 

= [b cos a sin /S 4" * »iß « cos^/? -|- y )\ tg z 

8ina.[asin(/g-{-y)— bsin/gj 

^ • sin « OOS 0? 4- b cos« sin/J* 
Hieraus folgt x, das jeden&Us < 180^ ganz imzivieideatlg; oben 
so orhAU man dann y imd endlk^ CSD. Dnrbli diese Grössen ist 
dann die Lage von D vollkommen bestimmt. 

a= 119757-85, b= 110675-82, 
« = 60* 22' 2 1 -4", = 66 M 0' 8;ö'', y = 90 1 1 'S''. 

loga = 5 0783Ü40 logb 5-0440506 

log sin « = 9-9391491 log sin « = 9*9391491 

logsin 4-y) = 96043600 log sm^ ==9^9612983 

4.6218131 4-9444980 
asin asin 0? + r) = 41861 *34 b sin «sin^ = 88003*10 

log a = 50783040 
logsina=: 9-9391491 
logcos(/g+.y) = 9-9616987 (—) 
^ , 4-9791518 (—) 

a sin a cos 0? + r) 12*^2 
logb= 5-0440506 _ 41861-34--88003-10 46141*76 

logcos« =9*6940411 ^*^^""-953l2-92+60048-38~46264'54 

log 8in/y = 9-9612983 log Zähler = 4-6640941 

4-6993900 E . log Nenner = 5-3442418 
bcosasin/? = 5004ö-38 logtgx = 10*0083359 

^ x = 45*32' 59-4" 
y = y — X = 44« 34' 12-4", « -|- x = 1 05 « 65' 20*8;' 

loga = 5'0783j04O 
log sin « = 9*9391491 
E . log sin («+ x) =£0169901 
log CD = 5-0344432 
CD =108253*8 
4) Diese Aufgabe kann angewendet werden, um (unget'ähi) die 
Kntt'ernaug eines Planeten von der Erde zu befitimmen, wenn mau 
dabei die Erde als Kugel ansieht. 

In zwei Punkten A uad B» die auf demselben Meridian* liegen. 



♦ Wir wollen uns die Krde als Kugel denken; alsdann bildet derjenige Durch- 
oiesaer derselben, um den sie sich bei ihm MgUchfla Bew^ung dreht, die £rd- 
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SMhiter AbMlmitt. 



< 



misst man in dem Augenblick, da dor Planet 
S durch den (Himmels-) Meridian geht, die J' 
Zenithdistanzen SAA^ SBB' desselben, so 
kenot man AG = CB, den Halbmesser der 
Erde, den Winkel AGB, bo wie SAG = 180* 
— SAA', SBG =: 180« - SBB' und berech- 
net also GS nach Nr. 3 (wenn G der Mittel- 
punkt der Erde ist). 

Die vier Punkte A, B, C, D liegen 
in gerader Linie, £ ausserhalb dieser Linie. \^ 
Man kennt AB = CD = b, nebst den 
Winkeln AEBr=a, B£G=:/9, CEDszy; 
'man soll BG = x suchen. Denken wir uns 
von E auf AD eine Senkrechte gezogen, 
und sey die Länge derselben = z, so ist 



Tlg. M. 




Fif. SS. 



Flüche des Dreicks AEB 
w GDE 
f* r» t* AED • 
r> •« BEG^ 



AE.BEsinft 
2 



(§. 28), 



az 

bz_ GE.ED.siDy 

2 2 

(a4-b + x)2 AE.DEsin(«+/^+y) 
2 2 ' 

xz BE.CE . ^ 



axe, welche, bis ai> das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres in den Polen 
(Nord- und Südpol) trifit. Da in Fulge der täglichen Umdrehung der Erde das 
ganze Himmelsgewölbe sich um die Erde zu drehen scheijit, so sind die Polo, als 
la der Drebaxe liegend, die einzigen Punkte desselben, die ruhig bleiben. Legt 
man durch die Erdam und einen Punkt der EidoberflBche eine Ebene, so admeidet 
dieselbe die Erdflftehe in einem Kieif«, der den (irdiiehen} Meridian des fragUehen 
Pnnktes bildet Erweitert num diese Ebene bis an das Himmelsgewölbe, so schnei- 
det de dasselbe hn (hinraJisehen) Meridian des Ortes der Eidobeiiltehe. Yer- 
lingyrt man den in den frag^ehen Erdort gesogenen Erdhalbmesser bis an das 
Himmelsg^wUlbe, so trifll er dieses im Zenith des Ortes, dasjdso senkrecht fiber 
letzterem am Hfanmelliegt Das Zenith befindet sieh taithin im Meridian. 

Ist S irgend ein beliebiger Punkt, A' das Zenith tod A» SO heisst der Winliel 
A'AS, die Zenithdistanz des Punktes 8. Man kann letztere also audi erklären 
als den Winkel, den die im Punkte A senkrecht auf die Erdoberfläche gesogene 
Gerade mit der Ton A nach S gesogenen Linie bildet. 
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Hieraus folgt, wenn man das Produkt der zwei letzteu Glei- 
cbungea durch das der zwei ersten dividirt: 

(a-i-b-|-x)x -__ 8io/ysin(a-|"/y-|"y) 
ab sinasiay ' 

(a + b)x+»' = "'"'""^-.''"^+^+''\ 



V 2 -'^ sinftsiny 4 ' 

Man bestimme mm einen Winkel 9) (zwischen O^mid 90'') so, das» 

®^ a+b smasiny , ^ ' 

80 ist ab sin /? sin (« -f- j!^ 4" y) (a + b)Hg^y 

sin« sin y 4 ' 

und da, weil x positiv seyn muss, mau nur das obere Zeichen beibe- 
halten darf, hat man: 

»-—-2 — I- V — 4— tg.yH — 4 

2^2"* 2^2 cog9> 

= l^^^-«"'»)=^^'«**8*'^ (§.32. Nr. 6). . 

« üb COS cp ^ 

a=1460, b = 96ö, « = 26°37', /? = 48*»19', y = 32«63'; 

x=: 1184-06. 

6) Man kennt im Dreieck ABC alle Stttcke (also alle Seiten 

und Winkel); im Punkte D misst man die Winkel ADC = m» 

BDC = n; man soll die Lage von D bestimmen. 

iif.it. 





Sey CAD = x, GBD = y, so ist 



CD ; b = sin x : sin m, CD : a — sin y : sin n. 
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Sin m sm n 

bfiiiix asiny siny b sin n 

sinm sann ' sin X asinm' 
Was noD X und y anbelangt, so iat 

in der ersten Fignr: x+y = 360*— (m+n+C), 
„ „ zweiten „ x+y = C — (in+n), 
„ „ dritten . x+y = 360*— (m-f n + C), 
iwo a, b, C die Seiten BC, AC und den Winkel AGB des Dreiecks 
ABC bezeichneD. Man hat also immer 

x-J-y = a, y = a — X, a bekannt, 

also. » sin(a — x) b sin n 

sinx asinm' 

sin tt cos X — cos «sin X b sin n 

sinx asinm* 
b sin n 

smacotgx — cosa= — : — , 

b sin n , 
smcrcotgx<= — : — 4-cos«, 

asmm « 

bsinn ' . ' 

C0tgx = — : : HCOtga. 

astnasuini/ 

Gesetzt man bestinune einen TIHnkel 9 so, dass 

, ^ bsinn 

X^tgflp = — : , 

' asinasinm 

so ist . ^ X I A ^'"^" + ^)/fi ij\ 
cotg X = cotg fp + cotg tt = — (§. 14), 

smaüiny 

Hieraus ergibt sidi x voilkouunen unzweideutig; aus x folgt 
dann y = <r — x. CD kann sodann in zwei Weisen berechnet wer- 
den, und, wenn man will, ergeben sich AD und BD aus den Drei- 
ecken CAD, CBD. 

Sey för die erste Figur 

a:=312, b = 520, C = 65°27', m -=32»52', n = 23^25'; 
äIso « = 360*— (m-|-n + C) = 23ö"'16'. 
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logb= 2-7160033 
log sinn = 9*5992441 log sin (a+9>) = 9*5988880 
£.loga= 7*5068453 £. log sin a = 0*0703229 (—) 

£. log Biliar 0*0703229 (—) E . log ein y = 0'24281 56 
E . log sin m = 0*2654514 log cotg x = 9*9120265 (— ) 

logcotg q> = 10*1568670 (— ) x = 129* 14' 10*2" 

y = 145" 7' 46-8" y=^109*' l'49-8" 

«+y = 383°23'46-8" 

logb=: 2-7160033 log a=?: 2-4941546 

log Sinz =9*8890469 log sin 7 = 9*9755903 

EaogBmin =r 0*2654514 E. log sinn = 0-4007558 
log CD = 2*8705016 log CD = 2*8705007 

CD = 742167 CD = 7421 66. 

Wäre hier a = 180**, d. h. auch x + y = 180°, so wäre sin a = 0, 
also cotg ^ = 00, (pz=Of also cotgx = 2, so dass cotgx, also auch 
X nicht za bestimmen wäre; in diesem Falle liegt aber D im Um- 
fang des um ABC beschriebenen Kreises, in velchem Fall also die 
obige Aufgabe nicht angewendet weiden kann. 

Zur üebnng mögen folgende Angaben dienen: 
(erate Figur) a = 4963*763, b = 6082*769, C = 70^ 16' 36*7'% 

m = 34' 62' 10*8", n = 19*29' 12*1", woraus: 
x=100V26'3",y=135°15'341",CD=10'473-931, 
AD = 7524 162, BD = 6348*204. 
(iweiteFigur) a = 1298 365, b 1248*474, C = 1 26" 60' 40*3", 

m = 33°2'36*4", n= 18\34' 171", woraus: 
x=:49U9'9*3",y=25'>24'38*6", CD = 1749*316, 
AD = 2271*897, BD s= 2830*978. 
(dritte Figur) a= 2277*819, b=: 2271*897, C = 76»67'30-5« 

m = 97" 8' 15*2",. n = 126«50'40-3", woraus: 
x = 33" 2' 35*5", y = 26"0'58-5", CD =1248-474, 
AD = 1749-315, BD = 1298-365. 
Anmerkung. Die hier behandelte Aufgabe heisst gewöhnlich die Pothe- 
not'sche; sie wurde wegen ihrer Wichtigkeit schon vielfach behandelt; u. A. von 
Lambert in seinen „Beiträgen" I. S. 73, von Rurckhardt in der , .monatlichen 
Correspondenz" 4. S. 359, and von Bessol in derselben Correspondenz 27. S. 222, 
welch letzterer eine analytische Auflösung gegeben. Auch Langsdorf in Beineu 
Erläuterungen cur Kästner 'sehen Analysis S. 432 behandelt dieselbe Angabe. 
Bei der pnktiiehea Wlditigkeit denelben wolleii irtr nodi ein« «weite Auflösung 
beifügen. 
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Man hat, wie oben: 

sfaiy brinn 

sinx asiiim 
Man bestimme quo deu Winkel (p so, dass 

b fiin u 

80 ist 'siny slny 

sinx coa^' 
▼oraus (eiehi iblgt (vergl. §. 22): 

smy — sin x_ sing) — cos^ tgg> — 1 

" sin y -|- sin X sin y -f- cos y ^ V H" 1 * 

d.h. ^ r^+y^ . y— X 

' — ^ = tg(y-46«) (§§. U. 12) 

sm - . cos 

tgI=i^.cotgI±?=tg(y-45«). 

tg?^ = tgi±^.tg(y-4ö«) = tgi«.t«(y-46*). 

Ist 9 < 45", so ist för ig (<p — 46*) zn setzen — tg (45* — 

y — ^ 

(§. 13). Fällt tg^a.tg(cp — 45") positiv aus, so ist ■ positiv, 

z 

also y > X tmd da gewiss < 90**, so bestimmt die obige Glei- 

y — X 

ehnng die Differenz ^-r— . , 

Würde tg . tg (y — 45") negativ sejn, so wäre x > y und man 
hätte eigentlich 

(^0 = - 1« i « . tg - 4Ö*). 

In allen Fällen kennt man also y — x und da man auch y-^-x 
•kennt, so kann man x und y bestimmen. 

Anmerkung. 1^ fibenieht leiebfe« dasi die Gltichnng 

fttr alle FSUe dienen kann. Ist nSmlieh die zweite Seite {RMitiT, so ist, wie ange^ 
geben» ]r>s nnd <90<>, so dasi also ^-^^ genau beatunut bt. Ist da- 
gegen die sweite Seite negativ, so irird, da nickt svischen 90<* and 180!* 
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Jiegen kann.' nothmdig negativ, aiw) rwUchen ()• und — 90» liegen. Be- 
stimmt man aUo einen Winkel zwischen 0" und 90" so, dass tgv> = der positiv 
genoomienen sveiten Seit» (d. h. = — tgi«tg(^ — 4M», eo i«t2^ = — 

mithiny — X = — 2 1^» bekannt Daauch y-|-x = «, so folgt hietau y = ia — ^, 

7) Sey wieder ein Dreieck ABC bekannt, also seine Seiten und 
Winkel gegeben; man habe eine beliebige Anzahl Standpunkte: 

E}, E. so beschaffen, dass man von £« aus nnr A, B, £, ; 
▼on E2 ans nnr E| , B, E« ; von £^ ans , . 
nnrEj, B, E4; von E, aus nur B 
En-tf P sehen kann. Man misst die 
Winkel: 

AE^B, BE^E,, E,E,B, BE^E,, 

E„_,E„B, BE..C 
nnd soll die Lage der Funkte £4, E,, 
....,£. hieraus^ bestimmen. 

Nennen wir die zwei an E^ liegen- 
den Winkel : , a\ ; die an £3 : a^, ct\ , 

die an E„: a„, a'„; ferner BAE, =x, BCE„ = y, ABC = B 

(bekannt), so ist in depi Vielecke BAEj E„C: 

B + xH-y + «, + + :=(n+l) 180", 

so dass jedenfalls x-l-y = /9 bekannt ist. ' Nun ist, wenn AB = c, 
BC = a: 

c : BE|. = sin a^^ : sin x \ hieraus: 

BE, : BE2 -= sin : sin a'i Je. BE, . BE, ..... BE. : BE^ . BE, 

BE, :BE, =:--sina^ :sina' [BE..a=sina^sin«,....sinfl^.siny : 

/ sm X . sm a'i . sm <c'« .... sm 

• • • • I 

BE„_i :BE„ — sinofn : sin«'„_ , I 
B£.: a =suiy :8ma» / 

c : a = sin «1 sin o, .... sin a„ . sin y : sina'i sin a\ .... sin a'. * sin x, 

oder siny c . sin tt\ sin a\ sin 

sinx asina« sino, ....sino^ ' 
oder da y = /? — x: 

sin {ß — x) c sin a\ sin a\ .... sin a\ 

' sin X a . sin sin ct^ .... sin a„ 
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Befttimmt man also, wie in Nr. 6, einen Winkel 9 so, dass 

c sin a\ sin a\ .... sin 
cotgy— * ' 



80 ist 




a. etnßsina^ sinii^ ....aina^* 

sin/jsmg) 

Dabei müssen wir jedoch x < 180° voraussetzen, oder zum 
Voraus wissen, dass diess der Fall ist. Die obige Gleichung be- 
stimmt sodann x, ako auch y. Daraus finden sich aber die Seiten 
B£(«, BE29 B£b ganz leicht, und deasgleichen die Winkel, velche 
diese Linien an 6 machen. 

8) In den Punkten A, D, E, F misst 
man die Winkel m, n, «, a', ß' , y, y'; 
man soll die gegenseitige Lage der sechs 
Punkte gegen einander bestimmen, n atür- 
lieh in der Yoranssetznng, dass sie alle 
in derselben Ebene liegen. 

Es ist zunächst leicht zn sehen, dass 
die Winkel DOE, ECF ebenfalls bekannt 
sind. Denn man hat : 

DOA = FOC = 1 80" — (n + a + 
DCE = OCE = 180" — (EOG + ^5 + ß% 

DCE = n + aH-a' — (/? + i50 = * 
EO'A = FO'C = 180* — (m+/? + i»*), 

ECF = FCO' = 180» — (FO'C + y + y'). 

ECF = ni + /? + ^'-(y + yO=*'* 
Würde man nun noch die Winkel FÄB = x, DGB = y kennen, 

so wären, wie leicht ersichtlich, alle Winkel der Figur bekannt. 

Nun ist: 

AB : BD = sin a: sin(m-j- n +x), BC :BD =: sina' : siny, 
also dnrch Division: 

AB sin a sin (m -|- n -f- x) 

Sc stoi'* 5tty ' 
' AB_ 8in« siny 

BC sin a' * sin (m -)- n -f" x)' 
BF ; BC = sin + + y ) : sin y BF : B A == sin X ; sin y, 

BA sinx siny 

^ 'BC sin(il+rf' + y) ' 



also 



also 



X, 
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AB sin y sin (c^ -f~ + y) 

BC^ßiny'* sinx 

BA:BE = 8Üi/?;Bm(inH-z)> BC>BE = 8in/J':8in(a+y) 
AB - sin ß sin (m + x) 

BC sin/9'*sin((y + y)' 
AB_sin^ sin + y) 
BO~»in/?'sin(m+xy 

Mithin : 

sin« siny _ s>oy sin(^-f"d^4"y) 
sinur' ' sin(m+n+x) ""siny' * sinx 

sin/g sin(^-j-y) 

sin ' sin (m + x)' 

aus welchen zwei Gleichungen x und y zu bestimmen sind. 

Man hat hieraus nnn: 

si n«»sin/ sin + ~h y) • sin (m -|- n x) 

sin a' siny siny. sinx 

[sin((?4'<^!jcosyH-cos(^-H^^)sin y] | sin (m-i-n)coBX-t-cos(m4-n)siDxJ 

' siny. sinx 

= [8in(J+<J')cotgy-j-cos(^+^') ] [sin(m-|-n)cotgx4-"coß(m-|-n)J. 

sin« sin /g^ sin(^-f-y)^>p('^H~"~h^) 

Mno'sin/^' siny. sin (m+x) ~ ^ * 
[sin ^ cos y 4- cob ^sin y] [sin (m + n) cosx^- cos (m -f* 

siny [sinmcosx-f'cosnisinx] ' 

[sin <y cotgy-|- cos 6 \ \ sin (m -f- n ) cotg x -|- cos (m 4" ") J ' 

. sinmcotgx+cosm 

Die letzte Gleichung gibt 

cotg y [sin (ni + n ) cotg x + cos (m -|- n)] = 

sin«sini9'rsinmcotgx-|-cosmT . .r . ✓ . \ x i / • \t 

- — r^l ^"1 |-cotg*[sm(m+n)cotgx-|-cos(nH-n)l 

sma'sm/i^l- sind , ^ 

ir&hrend ans der ersten folgt: 

cotg y [sin (m -j- n) cotgx-|- cos (m -f- n) 



sina.siny cotgC^^O [sin(m+n) cotgx+ C08(m4-n)]. 

Setzt man diese beiden Grössen einander gleich, so erhält man 
•ine Gleichung zur Bestimmung von cotgx, nftmKcfa: 
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smnsmß' , ^ , _ 

r -T— Th^Jsiamcotffx+cosmJ 

i^ina sin/Sfsind • 

— cotgd[sin(m+uJ|cotgx4-cos(m+n)J 

sinasin/ /rtrvr.^, . ^ , 

- «iB«'»iay»m«-H') ~'"'^g^'^+'^''>'^^'"("+">^''^g'+''°''('"+">' 
d.h. V 

sin«'sinysin(d4-o ) • ^ \ i 

woraus cotgz ganz unzweideutig, also auch x (< 180^) folgt. Ist 
cotgx bekannt, so gibt eine der obigen Gleichungen cotgy. also y. 

Ist nun noch C.B. AB gegeben, so kann man leicht die sftnunt- 
liehen Linien der Figur berechnen. 

Weitere Aufgaben dieser Art finden sich in der Sammlung von 
Meier Hirscli, auf die wir den Liebhaber verweisen. 

9) (Zentriren der Winkel.) Man kennt die Längen von Ali 
und AC und soll den Winkel BAC=x messen, findet es jedoch 
nicht für geeignet, das Winkelmessinstrument in A aufzustellen, 
sondern in dem Punkte D. Man misst dort die Winkel BDC=/9, 
und BDA = a, nebst der Seite DA =: a, und soll hieraus x berechnen. 

C B' 





Sey ABD = y, AGD = z, so ist in der ersten Figur : 

asino 



sin y ; sin a — a : AB, sin y = 



AB ' 



8wz:sui(ai-/y) = a:AC, smz = ttt^-^. 

AC 
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Da y und z spitze Winkel sind, so kann man hieraus y und z 
berechnen (in der Regel ist nämlich a klein im Yerhältniss zu AB 
und AC, 80 dass ganz sicher y und z spitz sind). Alsdann ist: 

In der zweiten Figur: 

smy : sma = a : AB, sm y = , 

AB 

/»v * . a Rin (a — S) 
8mz:sm(a — /y) a:AC, sinz = 'J^ 

In der dritten FIgnr: 

. asina 
smy:fima = a:AB, siny=-jg— , 

sinzzsinOy — a) = a:AC» sinz = — ^, 

y + /9 + z + 360* — x = 360«, x = y + z+/?. 

In der vierten Figur: 

* . . A» • asina 

8uiy:sma = a:AB, 8iny=:-^g-, 

• /AM o\ An • a sin (360° — a — 
nns:8in(36(r — «— /?) = a:AC, sinz = ^ — -j^ 

y+x+z+360«— /?=:360«, x=/?— (y+z). 
In der Regel irerden y und z so klein ausfallen, dass man Ar 
sin y und sin z die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen setzen kann 
(§.16). Werden dann y und z in Sekunden ausgedrückt, so ist: 



asina 180J60.60 
n 



y~ AB * - 



AC 


• 

n 


|asin (a — 


-ß) 180.60.60 


/ AG 


• 

n 


\asin(/?— 


tt) 180.60.60 



2 



AC • ft » » - « 

^ asin(360°-«-/g) 180.60.60 
AC • ' n 



. , 180.60.60 ..otj^iM « 
▼onn log = 6*3144251. * 



* Wir haben dabei, vie bereite mehrfach gezeigt, die Proportion 

«: 180 ;eo . eo = -TT^ : y 

DitKfftt, tb«M TrifOAoaiMtri«. 9 
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X 

Sey für die eiste Figor: 
. AB = 1568-25, AC=2386-73, AD = 20, «=:66*30'18", 

33° 13' 47". 

log ar^ 1-301.0300 loga= 1-3010300 

log sin atr. 9-9590402 log sin + = 9-9949336 
E.logAB ==£8045846 E . log AC =£6315772 
log dn 7 = 8-0646648 log sin z = 7*9275408 

y = 0*39'53*8" . 2 = 0»29'6-7" 



n sin a 



Toraosgesetst, indem vir _ (= sin y) als die Lünge des zum Halbmesser 1 gehö- 

rigon Bogem betrachten, denen Mittelpanktswinkel = j Seknnden ist, ▼llirend K der 

hübe Urafiuig iffe, dessen MUiteliNuiklswinkel IStfi = 180 . 60. 60'' beträgt Wir 

bemericen Idabei« dass man oft obige Formeln in etwas anderer Weise schreibt. 

TT 180.60.60 1 
Da nteüich nach §15 ^ans Steher shi 1" = |qq gQ gQ » ^ — ^ = 5]^» 

and man kann also auch setzen : 

a sin « a sin 

^^ABsinl"**" AC.sinI" 
Es hat diese Schreibweise manches Bequeme and kann daher mit Yortheil an 
gewendet werden. ' • 

Wollen wir dieselbe etwai iUgemeiner danteUen, so wfid man also in folgen- 
der Weise TorfUuren: 

Ist 6 die Linge eines mm Halbmesser 1 gehttrigen Kreisbogens, so ist sein 

Mittelpanktswinkel in Sekunden = ist dagegen $ die Anzahl Sekunden» 

HD X 

welehedofflflMelpnnkftnrinkelmisst» soiste.iinl"dieLtngedesihnniaqiannendeo 

Carcn" 
d.h.arcn" = n.sinl",n= ^^-j^, arc l"=sin ^" J' 

Hat man fmierdi« Gleiefanng 

sinz= 6, 

und ist 9 seihr klein ^ostttr), so ist der Winkel z in Seknnd«B = t— rr.» wobei je- 

sm 1" 

doch letztere GrOsse noch nnter 1740 liegen moss (29 Ifinnten nach $.16); hat 
man eben so 

tgx — ö 

nnd ist 6 sehr klein, so ist x in Seknnden = -r-rz^TTTTäf ^ sinl^stol". 

sinl" tgl" . 

Dabei soll aber diese Zahl nidit Uber 1880 gehan C23Uinnien), da, wie man leidit 
findet, der Fehl« noeh nicht auf die nebente Deiimale Einfloss hat, w«m man 

tg23' = arc 23' setzt (d. h. auch n = = wenn n nicht über 1740 oder 

1880, womns auch sinn" = n sin 1", tg n" = n tg 1'' = n . ein l'O- 
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oder auch: loga— 1«30103 

log8in(« + iS)~ 9-99493 

E. log ACr^ 6-63168 

, 180.60.60 

log = 6-31442 

71 

3^96 
2 = 1746-7" = 29' 6-7". 

. • x=^^-t-z-^y = 33"2'68-9". 

Zur Uebung legen wir vor: 
(zweite Figur) a =r 2-345, AB 236-54, AC = 143-62, 

«= 106''42'32", /?==68"57'13", woraus x -r 68*» 55' 29''. 
(dritte Figur) a = 4*823, AB = 6827*6, AC = 9834*9, 

«=T 10*24'30", /?=36»28'40", woraus x = 36»29'49-17". 
(vierte Figur) a = 10-82, log AB = 3-82673, log AC = 3-92734, 

a = 150' 30' 40", /9 65" 22' 1 0-25", woraus x = 65« 1 6' 5 1 '53". 
Um AD zu erhalten ist es oft nothwendig, weitere Hülfsmittel 
anzuwenden. Das einfachste und meist angewandte das in Nr. 1 
ang^ebene Verfahren, die Länge der Linie AB in der dortigen > 
Figur zu messen. 

Anmerkung. Hieher gebbit aneh die folgende AafjpUie: Von dem Kittel- 
fonkto C einei kreienuide^ Thmnm ans soll 7if.so. 
man den Vinkel AGB menen, vobd AC and 
BC als bekannt voianigeBetzt werden. Katttr- 
Ueh kann das Butrament nieht in G auf- 
stellt werden, was dessluüb In D gesdiielit, 
wo man ADB =: ß misst; man soll non Mer- 
aus AGB = X ermitteln. 

Von D ans denke man sieh an den Um- 
fang dos Thurms die zwei Tangenten DF, 
DE gozofren , nehme auf ihnen Dm = Dm' 
und ziehe mm', das in 0 halbirt -werde. Die 
Linie DO ist nun gegen den Mittelpunkt C gerichtet und DC = DG -|- Halbmesser 
des Thurms. Misst man also noch ADG ~ a, so kann x wie oben ermittelt l^erden. 

10) Wenn man vermittelst des Theodolithen Winkel misst» so 
werden, we]ches auch die Visirpunkte seyn mögen, nicht die eigent- 
Hchen Winkel, sondern nur deren Horizontalprojektionen gemessen 
— was fllr die geodätischen Operationen anch gerade nothwendig ist. 
Gesetzt nun in C seye ein Theodolith aufgestellt, und man solle 
, einen Punkt F als Zielpunkt wählen, wobei Cf die Horizontalprojek- 

9» 
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tionyonCFsey. Statt desPanktei Fhabeman ^ 
aber den Zielpunkt G gew&Ut, so gelegen, 

daes FG = a, und Winkel GFh = a, wenn 
Fh horizontal ist (wobei wir a negativ neh- 
men würden, wenn G tiefer läge als F). Sey 
femer FC{= m, Cfg = n, wenn Cg die Pro- ^ 
jektion von CG ist» und CF=b, so sind a» 
a, b» m» n als bekannt anzonehmen. Der Winkel fCg=x ist nun 
der Febler wegen des nnricbtigen Zielpunkts. 

Nun istFh = fg^acosa, Of=bco8m, und man kennt also im 
Dreiecke Cfg die Seiten fg, Cf und den Winkel Cfg = n, so dass 
das Dreieck berechnet werden kann. Man hat darin 
sin X : sin (x-l^n) = acosa : b cosm, 

sin(x4-D) bcosm . . , . bcosm . 

— ^r-^ = , sin ( X H- n) = sinx. 

Sinz acosa ^ ^ acosa 

Nnn ist z immer sebr klein, wenigstens för die gewöbnlicben 

Anwendungen; also darf man cos x = 1 und sinx seinem Bogen 

(zum Halbmesser 1) gleich setzen (§. 16). Wird x in Sekunden aus- 

-D * 180.60.60 • 
gedrackt» so ist dieser Bogen =— , p = ; mithin 

' z bcosm z acososinn 

— cosn4-siön = , x" = o.r — ■ . 

^ ' acosa ^ ^ bcosm — acosacosn 

Da a im^Verbältniss zu b, nnd ancb, da m immer klein, zn 

bcosm, sehr klein ist, so ist diese Grösse nähemngsweise gleich 

a cos flg. sinn ^^y^y^^ Formel man gewöhnlich anfttellt 

^ bcosm 

Liegen F und G in derselben Horizontalebene, so ist a = 0 und 

a sin n a sin n 

x = g . =gr — ungefähr. Da meistens m nur 
' ^bcosm — acosn ^bcosm 

sehr klein, so wird man auch cosm = l setzen können, nnd dann 

hat man: asinn asinn ^^^^ß. o c? u j 

' x=^— r — =—7 — 206264*8 Sekunden. 

D D 

Eine gleichfalls hieher gehörige Aufgabe ist die folgende : Von 
einem ziemlich entfernten Punkte O aus sollte die Mitte C eines 
runden Thurms beobachtet werden; man beobachtet desshalb die 
Ifitte der von der Sonne erleuchteten Hälfte und wird dabei eown 
Ueimen Fehler begehen, der zu -berechnen ist. 



V 



I 
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Ist nämlich SC die Richtung . 
der den Thurm beleuchtenden 
Sonnenstrahlen, so wird, wenn AB 
senkrecht aof SC steht» die H&lfte 
BSA erleachtet seyn. 

Von O aus kann man, wenn 
DE senkrecht auf OC, nur die 
Hälfte ESD sehen , oder da AD 
nicht erleuchtet ist, nur ESA. 
Statt also auf die Mitte P von ESD Oj 
(d. h. nach C) zn zielen, wird mau 
mitUn das Femrohr aof die Mitte 
d von ESA gerichtet haben, und dadurch den Fehler POp begehen, 
der zu ermitteln ist. 

Kann man von 0 aus die Sonne sehen, so denke man sich S'T 
parallel SC (d. h. S'T ist die Richtung der in 0 fallenden Sonnen» 
^ strahlen) und messe den Winkel S'OC, was freilich nicht ganz ge- 
nau geschehen kann , indem man nach p statt P'zielt» aber auch 
diesen Wmkel nicht mit der allergrOssten Grenanigkeit brauchen 
wird. Alsdann kennt man auch COT = 9 = 180*— COS'. End- 
lieh wird man (genau genug) OC = OA annehmen dürfen, und wenn 
man OC=;d als bekannt voraussetzt, 'auch OA — d haben; der 
Halbmesser des Thurms sey r. Der Winkel AOp = pOE werde mit 
u, POp mit 0 bezeichnet. In dem Dreiecke OAG ist nun: 

AC : OA = sm AOO : sin OC A, 
d.h.daAC = r, OA=d, AOC = (u — «), OCA = OCD-ACD 
crrOO'— OCS = 90' — y: 

. ✓ Ä\ . ✓ A\ rco^cp 

r:d = sm(u — v):cos^, sm(u — 6) = — j-^. 

Im Dreiecke COE ist eben so : 

C£ : OE = sin COE ; sin ECO, 



d.h. 



r:d = 8in(u + ö);sin90", biu(u + e) = j. 



Da u — 9 und u-|~^ spitze Whikel smd, so werden dieselben 
hieraus erhalten, und da - sehr klein ist, so braucht man 9 keines- 



wegs genau zu kennen. In der Hegel wird man setzen können: 
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woraus e= £1 (LT::i£ü£) ^^rin'i» (in Sekunden). 

Dauert die Beobachtung einige Zeit, so wird (p sich ändern, da 
die Sonne .sich am Himmel fortbewegt; man wird also COS' im An- 
fang nnd Ende der Beobachtung messen und aus beiden Resultaten 
das Mittel nehmen. Man wird sich leicht die Auflösung konstruiren 

füi; eine andere gegenseitige Lage der Sonne und des Punktes 0. 

§• 37. 

11) CD ist ein vertikal stehender Gef?enstand auf einem Ab- 
hang CA; die^inie AC ist gegen den Fuss C desselben gerichtet. 
Man mess^ nun AB = a, BG=:b, so wie die Winkel DAC=/?, 
DBG = ctf so kann man CD finden. 

Denn in dem Dreiecke ABD ist ADB = a — Ä 

t * P 

und - y 

a:BD = sin(a — i}):.sin/9, BD= . ^/'"^ /"^ 

sin {a — fi) / 1 

In dem Dreiecke DBC kennt man nun BD, 

BC = b» und BDC=Dr, kann also nach §.25 

die Seite CD finden. (Wäre hier b = 0, so hätte 

man bis an C gemessen und müsste noch den Jl 

Winkel DCA kennen. Würde nun AC sich unter dem Winkel y 

gegen den Horizont neigen, so wäre ACD — 90° + y und also 

CDcos(/? + y) »x* i * 

CD = — T^r- X, woraus auch a = — . ^ ' ' folgt, vermittelst 

cos(^ + y) Mn/5? ^ 

welcher Formel die Entfernung AC bei bekannter Höhe CD ge- 

fhnden werden könnte. F8r y = 0, d.h. fOr ein horizontales AC, 

wäre AC = CDcotg/?.) 

12) Kann man (in der v origen Figur) die Linie BC nicht messen, 

so messe man in A den Neigungswinkel der Linie AC gegen den 
Horizont,* ist derselbe — y, so ist der Winkel DCA = 90°-|-y, 
und in dem Dreiecke DBC bat man jetzt: 

* Unter Horizont verstehen wir hier die uubegrünzte Ebene, welche uns 
auf einem nicht durch Erhöhungen unterbrochenen Landstrich zu umgeben sclieint 
and an deren äusseisten Enden die Gränzen zwischen Himmel und Erde zu liegen 



/ 
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DB : DC = sin (90** + y) : «iaa, 

BD. sin« asin/J.sina 



135 



Zlff.M. 



9 



.11 ,1 



co&y COS y . sIq (« — ft)' 
Würde AC, statt anzisteigcn, sich unter dem Winkel y neigen, 
so >vare DCA ^ 90° - y, eie Formel bliebe aber dieselbe. Ist AC 
selbst horizontal, so ist y=% also: 

a sin/? sin« 

13) Kann man nicht gegen dtu Fnsspankt hin messen, so messe 
man die Standiinie CD, die gegen ^en 

Horizont unter dem Winkel DCE=t 
geneigt sey, und stelle sfch die Auf- 
gabe, die Erhöhung des Punktes B 
über C zu linden. 

Sey nnn A' der Punkt der Verti- 
kalen BA, in welchem sie iie durch C 
gehende Horizontalebene iCA* tnffit; 
man messe den Winkel BGA' = /f, die ^ 
Linie CD = a, so wie in C und D die 
beiden llorizontalwinkel A'CE - y, CEA' = S (§. 36, Nr. 10). 
Alsdann ist CE = a eos a. 

In dem Dreiecke A'C£ kent man C£ = acosa, die beiden 

Winkel A'CE = y, CEA' = 4 Iso 

riü ■ s -Li ^\ Ktn acosusinJ 
A'O: CE = sind: sin f-f-d), A'C = -; — - — r— rr. 

sm(y+^) 

Endlich in dem rechtvinkl(en Dreiecke BCA^* , 

..^ acosasin^tg/? 
A'B = A' C tg p — . , ,7 . 




scheinen. Diese Ebene steht also nkrecht auf der nach dem Zenith ( vergl. die 
Note zu 36, Nr. 4) gerichteten G<ulfl]i. Di« hodiontale Lage einer Ebene wird 
bekanntlich durch die Wasserwage ^stimmt, wahrend die Tortiklle Bichtang einer 
Linie, d. h. die Richtnng nach def ZenÜii, durch das Bleiloth angegeben wird. 
Zuweilen pflegt man die so eben nj dem Namen Horisont belegte Ebene andi den 
seheinbaren Horixont sn nenjoi» wlliiend unter -wahrem Horiionte dann 
die -wifkUehe Erdfllehe Tentandeiiriid. (Man veigleiehe Übrigens die Note sn 
f. 23, Nr. 8 der zweiten Abtheiinn wo eine aadera Eiklarang der leisten Benen- 
nung gegsben ist. In jedem FaU^idmsn flbiigeos sof^tidi eikennen, fai «slehtr 
Bedentoog das Wort Horisont ge^meo ist) 
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Hätte man eben so den Winkel AGA' =^ gemessen, so wttre 

m(y + i) ' 

also 

AB-AB AA -^.^ (y + ^) ('«/^ - 

Läge A tiefer als A', so wäre -j-^-g ß' zu setzen und man hätte 
statt der vorhergehenden Formel : 

^ acos«si n<? s\u(ß-{-ß') * 
8in(y-f^) -cosß. cos 
D kann höher oder tiefer Vigen als C, d. h. a kann positiv oder 
negativ seyn, das Resultat if£ dasselbe. 

' Will man nach dieser Methode 2. B. die Höhe eines Kirchtharms, 

der sich in einem Thale bsfindet, von einer benachbarten Höhe herab, 
die über der Spitze de.*- Thurms liege, messen, so werden die beiden 
Winkel ß und ß' nejnativ seyn, venn man die erste Formel anwen- 
den w ill ; will mar dagegen die zweite anwenden, so ist j9 negativ 
und kleiner als /9* Z.B. 

a=3ö7'3, «=c— 3»48'10^ iJ=~ 13»5'49", 20*18'd", 

y = 86»37' 14", d =79» 13' 12", 
also _ 357-3. cos 3» 48' ll"8m79*13'12 ' sin 7" 1 2^20" 

sin 164" 50' 26" .20s 13° 5' 49" cus 20' lö'^^' 

14) Die drei Punkte A, B, C liegen in derselben Geraden, die 
mit dem Punkte E in der nämliclen Hori- ri«.»». 
zontalebene sich befindet. Man misst AB =: a^ 
BC = b, nebst den drei Höhenwinleln FAE 
=za, FBE=ß, FGE = /; man sol daraos 
die vertikale Höhe FE = x finden. 

Man hat in den Dreiecken FEi, FEB, 
FEC; 

AE= — . BE=:-^-, EC = -^. 

^g« tg/^ t^y A 

Ferner ist EBA = ISO^—EBC, cosEBA= — cosEBC ; aber 
da(§.22): 

cosEBA = cosEBC = ^^121-^0^, 

2BE.AB * 2EB.BC * 

so ist 




♦ D. h. in der frOhern Formel tritt — ^' an die Stelle rou 
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X» . . X« X» /, X» 



2x £x 

tg/?* tgr 

woraus: (a*tg '«tg VtgV + -^'tg'atgV — xHg ^tg ' 

x«[big^«j^~btgVtgV--atg»atgV+*t«'«tgV] 

= -(ab*+a»b)tg^atgVtgV 

=:-ab(a+b)tg^atgV;t^'V._ * 
tg:«tg/?tpxVab(a + b) 

""-VLbtgVCtg'/^-tg^ttj+atgM^ÄV-tg'y^J* 

Aber ans §. 14 folgt 

fa^Ä f rr 2 ^ — (/^ + «) SIH — 

tg ß~tg co8'/?cos><» ' 

also 



t^ratgi9tgyV'ab(a + b) 



/r btgVsin(^H-«)-^ip(i^— tt) I ^ tg'a.sin(/^4-y)sin(/g--y)- | 
L cos^^co8*a cos^/^cos'y J 
tgatg^tgy .costtcos/ycosy Vab(a-|-b) 

~ V [btg*ycos'ysin(/?4-a).sin(/9 — a)+atg'«.C08'«8m(^+y) 

8in(/?-y)| ^ 

sinasiii/^siny Val) ( a-f-b) 

V hin ^y sin a) sin (/? — a) -|- asin'asin (ß-^-y ) sin {ß — y)]* 
Wir wollen hier wieder ein Zahlenbeispiel beifügen, was wir bei 
obigen» so leicht zu bere<}hnendeii Formeln unterlassen haben. 
Sey also: 

a = 2360, b = 1650, «=2»7', ß — 6*9'S0", y = SnsaO", also 
a + b = 4000 , /? + a = 7M6' 30", — « = 3* 2' 30", 
^ + y ^ 8° 27' 40", ß—y= 1° 51' 20". 

log b = 3-21 74839 loga = 3*3710679 . 

2 log sin y = 7-52 1 0324 2 log sin a = 7-1348620 

lc>gsin(/9+a) = 9*1025428 log sin (/^+y)= 9*1677251 
logsintf—«) = 8-7247850 l ogshitf—y) ^ 8-5102754 

0-5658441—2 01839304 — 2 

I = 0*03679968 II = 0*01527321 
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I+n= 0 06207289 
log (I + n) = 0-71661 17—2 

i log (I + II) = 0*3583058 — 1 . 

log sin ar::z 8-5674310 
logsin/S=: 8-9537999 
log sin y = 8-7605 162 
lloga= 1-6855339 
41ogb= 1*6087419 
^ log (a + b) = 1-8010300 
Eilog(I+ II) —9-6416941 + 1 
logxrr^^2 U1Ö7470 

Xr:-- 104-411 

15) Man soll , indem man die horizontale Staudlinie MN = a 
gemessen hat, die Erhebung der zwei Punkte A, B über MN, so wie 
ihren horizontalen Abstand A'B' bestimmen. 

Man messe (A',B' in derselben Hori- 
zontalebene wie MN) in M die Winkel ^ 
AMA', A'MB', A'M^ ; in N die Winkel 
BIsB', B'NA', B'NM, so kennt man in 
dem Dreiecke MNA' eine Seite MN und 
die zwei Winkel A'MN, A'NM = B'NM 
— B^A', kann' also NA' und MA' berech- £ 
neu; in dem Breiecke MNB' kennt man 



die Seite MN, die Winkel B'NM, NMB' = 
A'MN — A'MB', kann also B'N berecli- 
nen. In dem Dreiecke A'NB' kennt man * ^ 
nun A'N, B'N nebst A'NB', kann also A'B' finden. AA', Bß' er- 
geben sich aus den rechtwinkligen Dreiecken AMA', BNB'. 

§.38. 

Bei den Höhenmessungt n , von denen wir in §. 37 einige Bei- 
spiele gegeben haben, sind zwei Voraussetzungen gemacht worden, 
nämlich dass das, was wir den Horizont genannt haben, eine Ebene 
sey, oder vielmehr, dass die Erhöhung eines Punkts B über einen 
Pankt A nichts Anderes sey, als die Erhöhung des Punkts B über 
die durch A gelegte Horizontalebene, und zweitens, dass man Im 
Stande sey,' den Höhenwinkel richtig zu messen, d. h. dass der 
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Lichtstrahl von dem Punkte B nach dem in A betindlichen Fernrohr 
oder Auge üi gerader Linie gelange. Beide Voraussetzungen sind 
zulässig, in so weit die vorkommenden Entfernungen nicht beträcht- 
lich sind. Bei grösseren Entfemmgen sind sie aber nicht anzu- 
nehmen. Die Erdoberflftche ist keine Ebene» sondern eme knmnne 
Fläche, nnd der Lichtstrahl beschreibt in der Loft keine gerade Li- 
nie, sondern eine krumme, deren hohle Seite gegen die Erdoberfläche 
gewendet ist. 

Wir wollen diese beiden hier in Betracht zu ziehenden Thatsa- 
chen etwas näher in's Auge fassen. Denken wir uns , die ganze 
^ Erde wäre mit Wasser bedeckt, so würde die Oberfläche dieses Uni- 
versalmeeres eine krumme Fläche seyn, die entsteht, wenn eine El- 
lq»se nm ihre kleinere Achse sich dreht. Da nnn die Erde nicht ihrer 
ganzen Oberfläche nach mit Wasser bedeckt ist, so wird diese regel- 
mässige Fläche Unterbrechungen erleiden, undTheile von ihr werden 
nur da vorhanden sein, wo die Voraussetzung verwirklicht ist, d. h. 
in den Weltmeeren. Man wird sich desshalb unter dem festen Lande 
hin diejenige kmmme Oberfläche, von der die Spiegel der Meere 
ein TheÜ sind, fortgesetzt denken, und so unter dem Festlande das 
erhalten, was man die Meeresfläche nennt. Ist 0 irgend ein 
Punkt des festen Landes und man zieht von demselben auf die (so 
eben näher bezeichnete) Meeresfläche eine Senkrechte, so bildet die 
Länge derselben die Erhöhung des betreffenden Punktes 
über der Meeresfläche. 

Der bei der Umdrehung der Ellipse um ihre kleine Achse von der 
grossen Achse beschfSebene Kreis bildet den Aequato r, während die 
Drehachse das bildet, was man ^le Erdachse nennt. 

Die Länge der grössten Achse , also der Durchmesser des Erd- 
äquators, beträgt nach den neuesten und zuverlässigsten Messungen 
und Berechnungen 65441 54*3 Toisen, während die kleine Achse, also 
die Erdachse, 6522278*7 Toisen beträgt. Bezeichnen wir die Hälften, 
dieser Grössen nut a und b, so ist also 

a= 3272077-1, b== 3261139-3 Toisen. 

Bei allen Messungen der höhem Creodäsie handelt es sich nur 
nm die Entfernungen zweier Punkte, die auf die Meeres fläche 
reduzirt sind. Da man (§.36, Nr. 10) vermittelst des Theodo- 
lithen ohnehin nur Horizontalwinkel misst, so wird die Berechnung 
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der Messungen sofbrt diese Entfennmgen geben, niiter denen man 

also die Entfernung derjenigen zwei Punkte versteht, in denen die 
von den eigentlichen Punkten auf die Meeresfläche gezogenen Senk- 
rechten diese Fläche treffen, natürlich diese Entfernung als eine 
kürzeste, anf der krommen Meeresfläche liegende Linie anfgefasst. 
Wirheissensiefairzw^ die geodätische Entfernung der Punkte 
«if der Erdoberfläche *. > 

Betracli^n w nnn einen Pnnkt G des festen Landes, Allen von 
demselben auf die Meeresfläche eine Senkrechte, so wird diese, bis 
an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres im Zenith des Punktes 
0 treffen (§. 36, Nr. 4). Die nämliche Senkrechte wird mit der 
Ebene des Aequators einen gewissen Winkel machen, den man die 
geographische Breite des Ponktes C nennt. Die geographische 
Breite und Zenithdistanz (§.36, l^r. 4) dea Nordpols, d. h..de8 
Dnrchschnittspnnktes der yerlängerten Erdachse mit dem Himmels- 
gewölbe, machen zusammen 90" aus. Von dem Fusspunkte C der 
von C auf die Meeresfläche gezogenen Senkrechten aus sey auf letz- 
terer irgend eine kürzeste Linie nach einem andern Punkte D' ge- 
zogen, der als Fasspunkt der von einem Punkte D des Festlandes 
anf die Meeresfläche gezogenen Senkrechten angesehen werde. An- 
genommen die Länge der (krommen) Linie CD' sey nicht gar zn 
gross (sie kann jedoch bis 10 Meilen betragen), so lehrt die h((here 
Mathematik, dass man dieselbe nahezu als einen Kreisbogen anse- 
hen dürfe, dessen Halbmesser r durch die Formel 

' ab^ ^^^^^^^ , , " 

' ta*(l— e»sin»cos»«+b*sin*«jVi— e'sin'y 
gegeb^ist, worin y die geographische Brdte von G (besser von der 
Ifittevon CO)'), a der 180*nichtQbersteigendeWh)kelist, den COV mit 

■ dem Meridian in C (besser, den CD' mit dem durch dieMitte von CD' 

» b* 

gezogenen Meridian) niacht, nnd wo e ' = 1 1 ist. Man hat dess- 

a 

halb log e' = 7*8244104 — 10, und b^ = a'(l— e'), so dass auch 

a^l — e^) ^^^^ 

' [a»C08*a (1 — e»sin» + a» (1 — e') sin»«] V I — e'sin'y 



* Man vergleiche hiemit §. 43. 
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[1 — e*(l — cos^acos'y)] Vi — e'sin^y 

Die Grösse a ist, wenn man Linien wählt, die in grossen geo- 
dätischen Operationen erhalten wurden, bekannt; andernfalls jedoch 
nicht und es ist sehr umständlich, diselbe direkt za messen; man 
wird desshalb einen Mittelwerte wählen kOnnen, etwa« = 46*, was 
von überaus grossem Einflüsse nicht ist, da cos' « aodi mit der 
'kleinen Grösse e' mnltiplizlrt ist. 

In uüsern nachfolgenden Kechnongen werden wir die Grösse 

^häufig erscheinen sehen; sie ist 



1 (1 — e^+e^cos'acos'y) V 1 — e^sin'^ 

7- »(l-e') 

- l + a(l-e*) • * » 

Wenn, wie diess gestattet ist, die Grösse e^ nicht mehr beach- 
tet wird, so ist: 

Vi — e'sin*y = 1 — |e*8in' y, 7— = 1 + 

also , ' 

1 1 — Ae'sin'cp , e'cos*acos*«p , .... 2 . 2 ^ 
7= \ 2'(i_|,e»)(l — e'sin'y) 

1 — fe'sin^y . e'cos'gcos'y - 

a * a 
1 e* 

= — I — (cos'acos'cp — 4sin'cp) 
1 e* 

r=—-j-^(2cos'acos^y — sin'9) 
1 e' 

1 

= - + — fäcos'j» — 28in'iKC0s'9 — sin'cpl 

a 2a ' ' 

1 

= — + — (cos ' y — sin ' 5p) + ~ cos * y ( 1 — 2 sin ' a), 
d.h. 

1 1' e' 0' 

— = — |-r;-cos2y-("-~co8*y cos2a, (c) 

r a 2a Za 
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oder auch ^ / ^ . 

l4-ie'co82y-|-ie*co82acos'y ^ ^ 

Wollte man dnen Mittelwerth a = 45* gelten lassen, sowfirde 

cos a ausfallen nnd also bloss 

sein, was jedoch sicher nicht ganz genau wäre, da das Glied 
^e'cos 2 a cos'^ von derselben Art ist» vie |e'cos Z Daazwi- 
sehen 0 nnd 180* schwankt, so sind die ftnssersten Werthe von r: 

* und 



l+ie*cos2y + ie^cos^y l+ie'cos2y — ie'c08*y* 
1 

von— : 
r 

1 e' p* 

- + — cos2i;p + — cos'y, 

i+^^cos29)-|^.co8»y=-l-~sin^y. 

nnd das arithmetische Mittel zwischen den letzten zwei Grössen 

würde allerdings auf 

und also auch auf (e) führen. Bayer in der „Küstenvennessung*' 
(S. 431, 488) verfahrt übrigens in dieser Weise, wenn er gleich die 
obige, offenbar bequemere Formel nicht angibt. 

Für Karlsmhe bt 9 49*, also wenn man nach der Formel (e) 

■ 

rechnet : 

log e ^ = 7-82441 log a =6-5148235 

log cos 2 9 = 9- 1 4356(— ) E . log(l+ie 'cos 2y)=9M000201 7+l_ 
E. log 2 = 9-69897 log r =6-6160202 

6-66694(— ) ,1 o^o.nTxT in* 

4 s « it^^AßAA log- =3*4849747— 10* 

|e'cos29s= — 0*0004644 ^ r 

1 +te'co8 2(p^ 0*999^55 

Wollte man eine mittlere Breite 9 = 45* annehmen , so wäre 
• für a = 4ö° auch r = a, welchen Werth man mithin ohne bedeuten- 



/ * ffiebei ist Yoraiisgesetst, dass dl« Haaaie ToiMn (4 6 pariser Im) 

wkä der Meter all HasMAbilieit gewlUt, so eiiillt man logr = 6'80i8M2» bei ba- 
diseiieii Fan: logr s 7*8277288 (r = 214i67,868 bad. Fuss). 



üiyiiized by Google 



I 



Zenithdistanzen. Refraction. 143 

den Fehler häufig anwenden kaon. Pttissant (Trait6 de G^od^sie 

L pag. 441) setzt gar a = 90^ also mmmt bei 9 = 45^: r = -z — 

was beweist, wie willkührlich hiebei verfahren wird. Ohne bedeu- 
tenden Fehler wird man, wie gesagt, r=ra setzen kOnnen, was 
9 = «=45* entspricht, ohne natOrlich damit am. meinen, dass dio 
genauem' Formehi (c) nnd (d) nicht besser angewendet werden» 
wenn es mö'glich ist. 

Häufig bedarf man des Werthes von r, wenn eine Länge CD' 
in Winkel verwandelt werden soll, d. h. wenn man anzugeben hat, 
wie gross der Winkel am Mittelpunkt des Kreises vom Halbmesser 
r ist, dem die Bogenl&nge O'I)^ = St zugehört. In Seounden ist er 
offenbar: 

S.180.60.60 S.180.Ba.60.' , , , ^ , , . „ 2 n / x 
— = [l+Je*cos2y-(-Je'cos2«cos yj.(g) 

oder wenn man ganz kurz rechnen wollte: 
S.180.60.60 



an 



, wo 9 = a = 45* vorausgesetzt ist. 



§. 39. 

Was nun den zweiten Punkte dessen wir in §.38 erwähnten, be>- 
trifft, so wurde dort schon gesagt, dass^ der Lichtstrahl in der Luft 

keine gerade Linie beschreibe, vielmehr sein Weg eine krumme ge- 
gen die Erde hin hohle Linie sey. Geht also von^ 
einem Pmikte M ein Lichtstrahl aus und gelangt 
derselbe nach A, so ist der von ihm durchlaufene 
Weg etwa die krumme Lmie AM. Die Folge davon 
ist, dass man den Punkt M nicht an seinem wah- 
renOrte, sondern nach der Richtung AM' zu sehen 
glaubt, wenn AM' die in A die krumme Linie AM 
berührende Gerade ist. Stellt ZA die durch A ge- 
hende Senkrechte auf die MeeresÜäche dar (also 
die Vertikale in A), ebenso MC die Senkrechte auf 
die Meeresflftche in M, so wird man (ohne merk- 
lichen Irrthmn) annehme dürfen, die beiden schneiden sich im 
telpunkte G des Kreises, der durch die kflrzeste Linie auf der Erd- 
oberfläche geht, die zwischen den beiden Vertikalen ZA, MC gezo> 
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gen ist» and dessen Halbmesser irir in §• 38 zu bestinunen gelelurt 

haben. Verlängert man AZ bis an das Himmelsgewölbe, so stellt 
Z das Zenith von A dar, und MAZ wäre die wahre Zenitlidistanz 
von M. Statt des (geradlinigen) Winkels ALVZ misst man aber 
den kleinem M'AZ , oder die scheinbare Zenithdistanz. Ist 
letztere it femer der Winkel MAM', ("die wahre Zenith^ 
distanz lAAZ» 'so ist also 

f=z4-^«. 

Was A% anbelangt, so haben Theorie nnd Erfahrung bewiesen, 

dass man näherungsweise annehmen dürfe , es sey dieser Winkel 
proportional dem Winkel C am Mittelpunkte des oben angeführten 
Kreises, so dass man setzen kann 

^z=kC, 

wo k ein konstanter, flbrigens von dem Zustande der Luft abhln- 
giger KoeiBzient ist. In Bezug auf diesen EoeiBziraten glanbt 
Strnve (Höhenunterschied des kaspischen nnd schwarzen Meeres 

S. CVI) folgenden Ausdruck für denselben setzen zu dürfen: ' 

k=0-072383[l + ^J--^. 1.014819"-. 

.worin H die mittlere Höhe der BeobachtnngsÜnie in Metern äber 
den Boden, B die HOhe des Barometerstandes in Millimeter am 
Beobaehtnngsort» t die Temperatur der Loft nach R^nmor bedeo- 
tet. Wäre die Te m per a tur der Luft in hnnderttheiligen Graden an- 
gegeben, so, träte an die Stelle von r014819*^'"* alsdann 
1-011838'*"*. Als mittlem Werth des Koeffizienten k hätte man 
hiernach 0*0724; nach andern Angaben ist er zwischen 0*0556 bis 
0*1 enthallen. Bessel (Gradmessung in Ostpreussen S. 197) 
setzt k = 0*0685; Gauss w&hltk= 0*0063; die Angaben Bayers 
in der Kfistenvermessung sdliwanken von 0*0876 bis 0*0619; die 
IVanzosen setzen nach Co rabeuf k = 0*0643 n. s. w. 

Wie bereits oben gesagt, muss zu jeder beobachteten Zenithdistanz 
eines Punktes z (= M'AZ) noch Jz = kC addirt werden , um die 
wahre Zenithdistanz MAZ zu erhalten; umgekehrt wird, wenn der 
Höhenwinkel des Punktes M gemessen wurde, der mit der Zenith- 
Astanz 90* ausmacht, von diesem kC subtrahirt werden mflssen, 
tm den wahren HOhenwinkel zu eihalten. Ist s die geodätisehe 
Entltoaung der Punkte A und M, so ist 38) in Sekunden 
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^ >. 180.60.60 ks. 180.60.60 



rrr 



§. 40. 

Gesetzt nun die Höhe des Punktes A über der 
Meeresfläche sey h , die \ on M über der Meeres- 
fläche hf; r habe dieselbe Bedeutung wie oben» z 
sey die in A beachtete Zo^distanz von M, also 
z = M'AZ, MAM' = kC, also MAZ = z + kC» 
8 sey die geodätische Entfemang' der Punkte A und 
M, so ist in dem Dreiecke CAM der Winkel CAM 
= 180"— (z + kC;, mitbin (§.22, (29);: 



r + h : r + h' == sin rc + 1 80" — (z + kC) ] : sin [1 80* — (z+ kC) J 
= sinfz 4- (k — 1 )C] : sin (z + kC) 

Subtrahirt man beiderseitig r -|~ h, so erhftit man : 

sin (z + kC) — sin [z + (k — 1)C J 




h' — h = (r+^i). 



sin [z + (k— 1)C] 



= 2 (r + 10 cos[z + <üy-LLc]siD I 



(§.H). 



sin[z+(k-l)CJ 
Nun ist G immer sehr kllsin, man wird also ohne merklichen Feh- 

C s 

1er sin •-^=^ setzen können (§. 16), mithin erhalten: * 

r + h ^"^[^+^^^] 

"~ r sin |/ + (k— 1)C1 ' 

oder da ^—t^= 1+— und— sicherlich verschwindend klein ist: 
rrr 

2k 



h' — h = 8.cos|^z4-— 2~^] 



(37) 



sinfz + Ck- 1)CJ* 
Biese Formel gibt för alle Fälle der Praxis mit vollkommen hin- 
reichender Schärfe den Höhenunterschied der zwei Punkte Mund A» 
also die Erhöhung (oder Senkung) von M über A. 

Di«Bf »Ti «bau TciffUMMlri». 1^ 
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Wollte man statt der geodätischen Entfernung 8 (§.38) die von 

C 8' 

A ans gemessene Entfernung s' nehmen so wäre sin - — 

and man sieht, dass die Formel Cu) dieselbe bliebe. Es ist dies 
auch natürlich, da s und kaum von einander unterschieden sind, 

wenn— verschwindend klein ist. Man wird also (^iT) immer anwen- 

den können, auch wenn s die letztere Bedeutung hat, ja sogar in 
diesem Falle mit grösserer Sicherheit. 

Die Formel (37) lässt sich auch noch etwas anders auslegen. 
Man hat nämlich: 

cos f 2+ — C Jj cos [z +kC 1 cos ^ + sin [z -|- kC] . sin ^ 

sin[2+(k— 1)CJ~ sin[z:f kClcosC — cosLz + kCJsinC * 
Beachet man nun, dass im Kenner, fär die gewöhnlichen Fälle, 

cos (z + kC) klein, weil z + kC nahe an 90^ sin C klein, weil C es 
ist, so kann man das Glied cos (z-|-kC) sin C gegen sin (z-[-kC) , 

C 

cos G vernachlässigen. Setzt man dann noch cos C = l, cos - = 1, 

C s 

sin -5 = 5-» t»o liat man ungefähr : 
< Z 2r 



cos . 

h'-h=8,cotg(z+kC)H-|J, (37'> 

welches die gewöhnliche Formel ist. Dabei ist s cotg (z-|-kC) 
die Erhöhung von M über die durch A gehende, auf AC senkrecht 

stehende Ebene (Horizont von A) und 5- pflegt die Korrektion 

«r 



* Dabei ist Tonni^eMttt, dass die Entfernung auf einer mit der Meeresfläche 
parallelen Fl&che gomesaea ▼orden. Bei den meisten Messungen wird man aber 
diese Länge nicht geradezu erhalten, sondern die Entfernung des Punktes A von M 
reduzirt auf den Horizont vonA, d.h. die Länge der Getaden, welche in 
der durch A gelegten Horizoiitalebene den Punkt A mit dem Fusspunkt der Senk- 
rechten verbindet, die mau von M aus auf dieselbe Ebene fällt. Selbst bei den 
bedeutendsten Entfernungen wird man jedoch, ohne ii;gend mezklichen Fehler, letz- 
tere Grösse für erstere nehmen können. 
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wegen der Erdkrümmung, oder auch die Reduktion auf den 
wahren Horizont genannt zu werden. Es folgt aus der Formel 
(37') übrigens ein weit wichtigeres Resultat. Berechnet man näm- 
lich, nachdem die gemessenen Ilöhenwinkel wegen der Strahlenbre- 
chung (Befraktion) korrigirt sind, nach den früheren Methoden (§• 37) 
die Erhöhung eines Punktes M Qber A, so hat man zu der so ge- , 

fundenen Erhöhung die Grösse 2^^^ addiren» um zu finden, 

um wie viel eigentlich M über A liege. 

Einige Beispiele mögen dies klar ^ 
' machen. 

In dem in §, 37, Nr. 13 betrachte- 
ten Falle sey gemessen worden : 

CD = a = 2693 bad. Fuss, S= ^ 
122»32' 15", y = 55» 33' 19", 
ß=zVl8' 25", « = 0. 
Zunächst niuss man nun A'C su- 
chen; xu dem Ende hat man : 
loga=3'4302364 




log 8 = 4-8338868. 

^^^'^^'^^=5-3144251 
fr 

E.logr =2 6722761 (§.38) 
2*8205870 
C=661W 

kC = 431" 
/J— kC=lM7'42". • 

21ogs = 9-66777 
E.log2r =2-37ia4 
2-03901 

I- = 109-39 
2r 

WirklicheErhdfaungYonBflber C = A'B+I^r:^ 1651'47bad.F. 

Zur Anwendung der Formel (37) wollen wir folgendes Beispiel 
wählen: 

log 8 =3*3563886, z= 89*56' 26*3", k = 0-0734, log- '^^'^^ 



logsind= 9*9258480 log 

E , log sni (r+S) =1-4778014 
kg 8 =4-8338858. 

« 

Hier i«tk= 00653. 

log 8=4-8338858 
log tg (fi — kC) =83642211 

3-1881069 
A'B= 1542:08 



2r;f 



= 8-49824 — 10. 



10 
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logs = 3*35639 log s =^3*3563886 

2rn 



log 15^1^ =8-49824 logco8(2+ *- * €) == 72105300 



1 •85403 E . log sin 4- (k — 1 ) C J .■=0M3000008 



^ = 71-56'' 0-6ÖÖ9194 



(1 - k) C = V12-57" h'— h = 3-6891 . 

(l~2k)|=l'103' 

z 4- C = 89' 64' 25-3'' 

z+ (k — 1 ) C = 89" 53' 13-7" 
Ferner: log s = 3 8764582, z = 90** 9' 2-7", k ä 0-0685, 

^^^ 180^60.60 ^ g.49g24 - 10, gibt h' - h = — 12*337, also 
eine Senkung. 

§. 41. 

Um der Korrektion wegen der Strahlenbrechung, die immer et- 
was unsicher ist, auszuweichen, pflegt man oft g 1 e i c h z e i t i g e Zenith- 
distanzen zn nehmen. In diesem Falle nämlich wird nicht nur (Fi- 
gur 38) die Zenithdisiaaz des Punktes M in A, sondern auch, zur 
nSmlichen Zeit (d. h. unter denselben atmosphärischen Verhält- 
nissen) die Zenithdistanz des Punktes A in M beobachtet. Sind 
also die zwei Punkte so gelegen, dass man wirklich den atmosphä- 
rischen Zustand in beiden als denselben anzusehen berechtigt ist, 
so wird die Grösse k in beiden Punkten dieselbe seyn. Ist mithin 
z die beobachtete Zenithdistanz des Punktes M in A, z' die von A 
in M, so sind die wahren Zenithdistanzen beider Punkte z-^YC, 
z' -^kC und in dem Breiecke ACM kennt man die Seite AC = r + h, 
nebst den drei Winkeln C, 180° — (z + kC), 180° — (?/ -j- kC). 
Da diese letztern zusammen 180° betragen müssen, so ist 
.z+z'+2kC=18«'+C, ,^180°+C-(z+z-)^ 

woraus k gefunden wird, wenn C bekannt ist. Man* hat nun (§. 23): 

2r+h+V:V— h = cotgiC:tgK2'— «), 

h'-h = (2r + h + h'jtgJCtg4(z'-z), 
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also wenn wie in §. 39 = ein^G r= ^7 ' 

d. Ii., wenn man —rr — vernachlassißt: 

2r ** 

h'-h=8tgi(z'-^), (38) 
nach welcher Formel bei gleichzeitigen ZenithdistanKen der Höhen- 
unterschied berechnet zu werden pflegt. Die G( lummkeit ist jedoch, 
bei der Unsicherheit der Voraussetzungen , in der Kegel nicht sehr 
gross. 

Auch die Formel (37) pflegt man noch etwas kürzer zu fassen. 
Da nämlich der im Nenner vorkommende Winkel nahesn dem im 
Zähler vorkommenden gleich ist, so hat man nngeföhr: 

h;— h=:8Cotg(z-f-^^^c), (39) 



weiche Formel jedoch natürlich minder genau ist, als (37 ). 

Anmerkung. Es ist hiebei offenbar voransgesetzt, dass die Winkelmessin- 
Strumente in denselben Punkten angestellt seyen , nach welchen hin risirt warde. 
Häufig ist diess unmöglich, wenn z. B. die Spitze eines Thurms u. s. w. der Visir- 
puukt war. Alsdann stellt man das Instrument entweder senkrecht unter den be- 
treffenden Punkt oder in die durch den Punkt und den anzuvisirenden Punkt ge- 
hende Verticalebene und misst dort die Zcnithdistaiiz. Da man die I-ugo des In- 
struments in Bezug auf den Punkt, in dem es aufgestellt werden sollte, kennt, so 
ist es nicht schwer, aus der Messung die eigentliche Pig. 40. 

Zcnithdistanz zu erhalten. Sey nämlich A der Punkt, 
in dem das Instrument aufgestellt werden sollte ; 
D der, in dem es angestellt wird, B der Zielpankt, 
sodass A, D, B in derselben VertikaMMna liegen; 
ftmer liege A' in der dvanih D gehenden Hoiizon- 
taleb^ne. Man miist die ZeniAdJatant tob B in 
D = s» und soll die von B in A = a finden. . Der 
Winkel Z' DB istalso = s, + ka Z AB = s+kC; 
man kennt ÜBiner A'B, A'D, hat also sin A'DB: sin A'BD = A'B : A'D, sin ^A'BD 

A'D.sinA'DB 




A'B 



Da nun A'D immer klein, so wird man wühl A'DB ^ 90 ' -|~ Zo 



ynd A'B = s {%, 38) setien kSnnen, abo 

sin A'BD 



A'Deosso 



«Aalten, woraus A'BD folgt. Daun ist BA'D ^ 90«» — (zo kC -|- A'BD), ZAT? 
s «9 -f ItC + A'BD. Femer hat man im Dreiecke ABA' : sin AA'B : sin ABA' 
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sin AA'B 

= AB : AA', d.h. süiABA' — AA'. — r= — , worin AA' bekaiiut , AA'B — x„ 

AB , . 

4- A'BD «DgenommMi wwdMi kamif nad eheua AB ohne nieiklidieii Irrthimi = n 

g wt tei wtfden darf, m dasi 

i_ *» * . AA' . ■ m(i» + A'BD) 

•inABA'as J 

t 

und dann 

ZAB = z 4- kC = AA'B 4- ABA; . 

d. Ik da AO) and AA' inuMT Uain im Veiblltain so «Iw A'BD = ^^^^ 

. ^ 180.60.60 , . , , AA' sin (zo-h A'BD) 
(wMitf 9 SS Seknnden), ABA' = -q: 

_Li.n I 1 A'Dcoszo . AA' . P , A'Dcoszy "1 
• »-|-kCa!l, + kCH ^^-f-— 8in|^ZoH ^— ^«J*. 

, A'DcMZo , AA' r , A'Dcoszo 1 
« = «»H 1 — ^-h— «i«»|^«oH 1 9J9 

, A'Deoszu , AA'iinso 

=«»H — - — ^^-1 — r^** 

A'D 

weuu mau auch noch — cos zo () neben zo vernacblüssigt. 
Ul D in A', fo ist A'D = 0, abo hloas 

« = sin Sq. p 

s 

Wir haben hiebe! D tiefer als A rorausgosetzt ; im entgegengesetzten Falle 
hAtt« man - AA' für AA' za setzen; lüge A' zwischen D nnd B, so wäre eben to 
— A'D für A'D zu setzen. 

.Es mag von Interesse seyn» hier die Lösung einiger Angaben 
beiznf&gen, die vermOge des Obigen siemlich leicbt ist. 

1) Ein Punkt (Thurm, Berg) ist nm H höher, als die nm ihn 

(seinen Fuss) sich ausbreitende unbegränzte Ebene (also z. B. die 
Meeresfiäche); wie weither kann er noch gesehen werden? 

In dem entferntesten Punkte der Ebene, in dem der fragliclie 
Ponkt noch sichtbar ist, mnss seine scheinbare Zenithdistanz 90* be- 
tragen (in Figur 38 wäre also'M der fragliche Punkt, A der letzte 

Punkt der Ebene, von dem aus er noch sichtbar ist, ZAM' = 90"J. 
Da jetzt — b = U, so ist also in (37 ), wo nun z = 90°: 



s.^m- — r — u 



H = 



cos(l— k)C ' 

OS 180.60.60 
oder da C = — , wo ^ = ■ nnd C in Sekunden gegeben ist ; 
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' - V 2r 

H = 



aus welcher Gieiclmiig s zu bestimmeu ist. Näherungsweise kaun 
(1 — k) 

man cos -ob = 1 seteen und bat dann 

. 1 — 2k sn 2k) 1— 2k , 

H = s.8in-^^gs = s. =-27""- 

V2ril . . 

Uat mau hiernach s bestimmt, so wird man ohne Fehler diesen 

Werth in sin j^ ^ 2r^^ ^^-l ^~ — ^^^^ > setzen dürfen und 
dann erhalten: 

°^T-T-^^i-2k 



sin 



1 — 2k \/ 2i ir (' 
2r ^ ^ 1— 2k 



I 

wenn man ja einen genaaem Werth noch zu «rhalten wünschte. 
Natürlich druckt s anch die Entfernung desjenigen Punktes aus, 

den man von dem Thurme aus am Rande des Horizonts erblickt. 
Steht man also auf einem Punkte, dessen Höhe über der Meeros- 
fläche = H, und erblickt am Rande .des Horizonts das Meer, so 
gibt (a) oder (b) die Entfernung des Standpunkts vom Meeresufer an. 

Bei der Unsicherheit in der Bestimmung von k (und r) wird üb- 
rigens weder die Fo^nel (&) noch (b) bedeutende Genauigkeit ge- 
währen, 80 dasB man sich immer mit (a) begnügen kann. 

Anmerkung. Bei Beobachtungen auf dem Meere hat man die Depression 
des Meereshorizonts, d. h. den Winkel zu bpstimmen, den der von dem äusser- 
sten sichtbaren Rande der Meeresfläche kommende Lichtstrahl mit der Horizontal- 
ebene im Beobachtungsorte niaclit. Ist H die Hnlie des letztern über der Meeres- 
lläche , so gibt s in der Formel (a) die Entfernung des änssersten Kandes an. Ist 
fi die Depre.ssion , so wird 90** -\- fi die scheinbare Zenithdistanz des äussersten 
Bandes im Beobachtungsorte seyn, so dasi Alto in der Formel (39) zugleidi 

z s 90* -Hu. I = \/j4^fk' ^ = 7 9 ^ Dadvrtfmerh' = 0 (Meereiüciie), 

h ~~ H, so hat man : 
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1 —2k 

Da der Winkel — — ^ — C immer klein ist» m hat man nageftbr 



d.b. 



wodurch diese Deprenion (fai Sekunden) bettimmt ist 

2) Zwischen zwei Ilöhenpunkten A und B, deren Entfernung 
S ist, und deren Höhen über der Meeresfläche II und II' seyn mögen, 
liegt eine Höhe C, in der Entfernung s von deren Erhdhang über 
der Meeresfläche h ist. Man fragt, ob man B noch von A ans se- 
hen könne» oder ob es von G verdeckt sey. ' 

Wir wollen zunächst die Zenithdistanz z bestimmen, unter der 
C von A aus erscheinen muss. Nach (39), welche Formel für uns 
bequemer ist, hat man (ungefähr): 

h — H = 8 . CO t g [z — ^^^^ C ] s t g [90 • — z + 

woraus z zu bestimmen ist (und auch bestimmt werden kann). Da in 

1 2k 

fler Regel der Winkel 90* — z-j — s^ klein ist, so wird mau 

Zr 

nahezu die Tangente dem Bogen gleichsetzen können f§. 15) d. Ii. 
haben: 

90«— z . I--2k 1 h — H 1— 2k 



„ I 90«— z , I— 2k 1 

' L-^ +-27-4 



g 2r •J'"'' — ~^ 27"*^' 

wodurch 90« — z gegeben wird. Bestimmt man nun in der Entfer- 
nung S vonA eine Höhe h' so, dass sie in A unter derselben Zenith- 
distanz (z) wie 0 erscheint, so wird C dieselbe genau decken. Aus 
(39) folgt aber: 

v-H=stg[»o'-.+i=f!^s,]=s[?2^'^-l=f^s], 

oder, wenu man für 90" — z seineu Werth setzt : 
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c 1 51, 

h'=m-j(h-H)+i^(s»-s.). 

Ibt Dun U' > Ii', 80 kann man B von A aus sehen; sonst nicht. 
Sey z. B. S = 30,000 Toisen, H = 100, H' = 200, b = 10,000, 

h= 104*54, log(^i~^) = 3-J2292. so wird h' = 193 29, und 

also ragt B noch 6*71 (= H' — h') Toisen über G hinans. 

3) Zwischen zwei Punkten A -und 13, deren Höhen über der 
MeeresHäche 11 und seyeo, liegt das Meer ; man wünscht m wis- 
sen, wie weit sie von einander entfernt seyn müssen, um gerade 
noch am Rande des Horizonts von einander aas bemerkt zn werden. 

Die gesuchte Entfernung beider sey S , so rnnss also B, von A 

aus gesehen, mit dem Meereshurizont verschwimmen. Ist dieser in 

r-r-seyn. In 

2rH 

^ b = 0, h' = H', also: 

H'-H = — H+^-=^(S..»)S, 
, s . 2r ^ 

Hieraas: ■ 



Nun ist 



2rH , 2rH 



(1— 2k)s • ' (1 — 2k)s 
*L'^(l-2k)sJ ""1^2k''L'^(l-2k)sJ~ ' 



also 



, \/ 2rH' \/ 2rH \ / 2rH' 
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In dieser Fonnel ist nur das obere Zeichen zulässig, da S > s, 
mitbin endlicli 

s=V-fz^l.Vü+vu']. 

Es folgt aus den obigen Formeln sehr leiclit eine Ik'stimmungs- 
weise von k durch die Erfahrung tur jede Beobachtungszeit. Be- 
findet man sich nämlich an einem Orte und beobachtet die Zenith- 
distanz eines zweiten Ortes, dessen Entfernung s vom erten, und 
dessen Erhöhung h ftber demselben bekannt ist, so hat man nach (39) : 

r , 2k— 

h = s . cotg ^zH — CJ, 

/ woraus k gefunden werden kann. 

§. 42. 

1 ) Von einem Dreieck ABC, das vollständig gegeben ist, js.oll 
durch eine Linie DE, die mitAC den gegebenen 
, Winkel a mache, ein Stück ODE = F abgeschnit- 
ten werden. 

Sey CD = X, CE = y, so ist (§§. 22. 28): 

zysinC „ - / i r^\ - 

-i-^ — — F,x:y = 8in {a-f-C):&ina; 

hieraus folgt: 

xsino sin «sin C /2Fsin(a+C) 

y^sm(a+C)' 2sm(g +C)"'- ' V sinasinC ' 

2F8intt 
^ bin(a+C).'sinC* 
Hiedurch sind x und y, also DE genau bestimmt. I^atürlich 
darf a -f- C nicht > 180°, da sonst die Aufgabe unmöglich wäre. 
Fiele liiebei y > OB aus, so würde D£ nicht mehr die CB schnei-- 
den, sondern 'Hie AB, also etwä die Lage DE? haben; m diesem 
Falle müsste die Rechnung anders geffthrt Verden« 

Man hätte jetzt, wenn AE' = z, AD = o, und J die Fläche des 
Dreiecks, wobei F das Stück CDE'B:. 

uzsinA VW MQAO j AI • usina 

= ^ — F,u:«=Sm[180'— a+AJ:6m«,zr= 




2 " ' .^j.».^^,-. sin (a~Ay 

u'sinAsin« _ /2(^— F)6in(a — A) 

2sin(«-A)^-' ^«"-V ' 
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_\/ 2U— F)sin« 
. ^ sin(a — A).sinA" 
Man sieht leicht, wie man zu verfahren hat, weno mehrere Stücke 
abgeschnitten werden sollten. 

Sey z. B. AG = 1200, BC = 1000, G = 62^ so ist die Fliehe 
des Dreiecks 

1200. 1000 . , « ^ . 

sin 52' = 472806. 

2 

Gesetzt nun, es solle dasselbe in vier Stflcke abgetbeilt werden» 
die sich wie 8 : 7 : 16 : 19 verhalten, nnd zwar durch Linien , welche 

AC unter den Winkeln 60°, 40°, 55° schneiden. Die Inhalte der 
Stücke sind : 

>^^f«-» = 76648-96. 1»^= «6192.84. 

OO ' Di) 

= F = F ' 

50 00 

=F, =F, 
Sind Xi, x^, x,T die Entfernungen vonC der Durchschnittspunkte 

der drei Theiltinien mit AG; y«, yt« ys» dessgleichen für GB, so ist 

_W 2F, sinliy _^ y \ / 2T,«nW 

V sint)0°.sin52 °-*^^^'y'- ^ 8iDU2Mn52'-*^ *^ 

* ^ sm 40 Sin 52 



\/ 2(y.+F,).rin40' 
'^»"'^ sin 92° sin 52« 

' ^ . Sin 55". Sin 52° 

. = V^+S+^?^= 798-32. 
^ 8ml07*8m62* ' 

Sämmtliche Tlieillinien schneiden also die BC. 

2) Ist ein Viereck in ähnliclier Weise zu tlieilen, so ergänze 
man dasselbe vorerst zu einem Dreiecke, indem man zwei Seiten 
desselben verlängert, bis sie zosammeostossen. Das neu hinzukom- 
mende Dreieck kann man berechnen, und dann die Aufgabe der 
Theilung leicht auf die vorhergehende reduziren. Eben so bei einem 
Fünfeck u. s. w. . 
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3) Ton dem Viereck ABGD, in velcliem die Seite AB = 

nebst den Winkeln A und B gegeben ist, soll dnrch eine Linie EF, 
welclie mit AC den gegebenen Winkel E macht, ein Viereck AB£K 
abgeschnitten werden, dessen Fläche = S sey. 

In dem Viereck ABFE kennt man aUe Winkel, da F = 300" — 
(A 4- B 4~ nebst der Seite AB = a. Se^ also A£ = z, so wird, 
wenn x bekannt ist, EF gegeben seyn. Zonftchst wird man nnn die 
Flfiche des Vierecks ABFE ans a, x, und 
den Winkeln zu bestimmen haben. Die 
Fläche des Vierecks (gleich der der zwei 
Dreiecke ABE, BEF) ist 
AE.AB.sinA . BF.EF.sinF 



+ 



(vgl. §.28). 




2 ' 2 

Nnn lassen sich die Seiten EF und BF 
aus den fibrigen Stücken finden. Fällt man ^ €' j{ 

nämlich von E und F auf AB zwei Senkrechte, die wir mit EG und 
FH bezeichnen \vollen, so ist AG = x cos A, wo AG- negativ ist,, 
wenn G nicht zwischen A und B fällt; BU — BF cos B, wo ebenso 
Bll negativ ist, wenn H nicht zwischen A und B liegt. Die Linie 
£F macht mit AB einen Winkel = A + £ — 180^ also ist GH = 
EFco8(A+E — 18p') =— EFcos(A+E), mithin daGH = AB 
— AG— BH: 

— EF cos (A + E) AB — X cos A — BF cos B, 
EF cos ( A + E) = a + x cos A + BF cos JJ.. 
Die Diä'erenz der zwei Senkrechten FH, EG ist gleich der von 
F aus auf eip^ durch E mit AB parallel gezogene Gerade. Diese 
ist aber EF sin (A -|- E — ISO"") = — EF sin (A + E), mithin 

BFsinD— AEsinA = — EFsin(A + E), . 
d. h. man hat zur Bestimmung von EF und BF die zwei Gleichungen : 
EF cos ( A + E) — BF cos B = x cos A — a, 
EF sin (A + E) + BF sin B = x sin A 
Hieraus folgt: 

(x cos A — a) sin B -|- X sin A cos B 
sin Bcos (A + E) -|- cosB sin (A + E)' 



EF 



* Es sind dies die zwei Gruiidgleichungen der ebenen Polygonometrie, auf das 
Viereck angewandt. Vcrgl. meine „ebene I'olygunometrie" (Stuttgart, Metzler) 
%. 9, 8ü dass diese Aufgabe eigentlich in die Polygouometrie gehört. 
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j „ _ X sb A cos (A -|- E) — (x cos A — a^) sin ( A -|- E) 
*^ 8mBco8(A+E)+co8Bsin(A + E; 

d. h. 

p^_ xsin (A + B)- asinB asin ( A -[- E) — x sin £ 

sm(A+B + K) suj(A+li + E) ' . 

folglich die Fläche des Vierecks : 

a X sin A [ \ sin (A — a sin 3^ 1 [ a sin (A + K ) x sin E] . 

2 ' ^ 2sin»(A+B+E) * ^""^ 

oder daP = 360» — (A + B + E), sin (A + B + E) =i — sinF, 

sinMA + 13+E) = sin'F: 



a 



X sin A ■ I X sin (A -jrB) — a sin B] ( a sin(A-j-Ej — xsinEJ 

2 ' 2sinF ^ 

d. h. 

— x*sin(A-hB)8m£+x[a8inABinF+a6iii(A+B)8in(A+£) 
-f-asinBsinE] 

= 2S8inF+a«8inBsin(A + E), 

— x'^ sin ( A + B) sin E -f- a x | sin A sin F -f- sin (A + B) sin (A + E) 
+ sin B sin EJ = 2 S sin F + a ' sin B sin (A + E). 
Nun ist 

sin A sin F -|- sin (A + B) sin (A -j- E) + sin B sin E — — sin A . 

sin (A + B -H £) + sin (A H- B) sin ( A + £) + 8in B sin E 
= [ — siü A sin (A-)-E) cosB — sin A cos (A-^E) sinB-j-sin AcosB . 

sin ( A + E) C08 A sin B sin (A + E) + sin B sin E] 

= [ — sin A sin B cos (A -j- E) + cos A sin B sin (A -j- E) + sin B sinEl | 
= [sin B I sin (A -f E) cos A — cos ( A + E) sin A j + sin B sin E j 

= [sin B sin E -4- sin B sin EJ = 2 sin B sin £, 
also endlich: 

. sinB _ | 2SsinF + a\sinBsin(A + E) / 
* ^**sin(AH-B)"" j 8in(A+B)sin£ j* 
Hieraus " 

_ asinB \/ ~n^f^'m^B 2SsinF+a^sinB sin(A+EJ 
*""sin(A+B)^ sinXA+B) sin(A+B)sinE 

ÜBt A+B > 180*, also < 0, so kann nur das obere 

8in(A-f-B) 

Zeichen gewählt werden; wenn A+B < 180^ so wttrdon allerdings 
zuo&chst beide Zeichen zalässijg; seyn, so dass also scheii|bar zwei 
Werthe vom x- zum Vorschein kämen, für den Fall wenigstens, dass 
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• 

beide Werthe von s positiv ausfielen. - üm jetzt zu entscheiden, 
welcher der zwei Werthe der richtige sey, wird man sich AE und 

BF verlängert denken, bis sie sich sehneiden. Man erhält alsdann, 
wenn M der Durchschnittspunkt ist, ein Dreieck AMB, dessen Fläche 
man berechnen kann. Der Winkel M ist = 180° — (A -|- Ii), 
ferner : » 
AM : AB = auB : sin (A+B), 

.-^ AB.sinB asinB amm a^sinBsinA 

~ sin(A + B) ""sin(A-fB)' ^ 28in(A+BV 

Die Linie £F schneidet davon ein Stück £MF, dessen Fläche 

. a* sin AsinB „ , , . , . . 

= ABM— 8 = ^ . , — S, und macht mit AM den Winkel 

2sm(A+B) 

180° — £; demnach ist nach Kr. 1 : 

_\/ | a^8in AsinB J sin(180«>— E + 180''— A— B) 

^ j2.sin(A+B) ' isin(180« — f:j.sin(18()° — A — B) 

\/r a'smAsinB ^ sin (A + B ^-Ey ^ 
^ ^ Vsin(A-fB) VsinE.sm(A+B)>' 



a^sin AsinB sin F 2SsinF 



sin HA + B) . sin £ sin £ sin ( A + B) ' 
Mithin ist 

asinB 



x = AE = AM — ME=-T 



-V: 



8in(A-4-B) 



a* sin AsinB sin F . 2SsinB 



[ 



8inHA + B).sinE sinE8in(A + B)* 
Da nun 

sin^B sin B sin (A + E ) 

Bin'(A+B) sin(A+B)sin£ 
si nB r sin B . sin E • / a ! t> \1 

sin(A+B).sin£ Lsin(A + B) ~ + J 
sin B r sm B sin £ — sin (A + E) sin ( A -f - B)" [ 
'sin(A+B)&inEL sin(A + B) J * 

sinB 

""8in(A-f B)sinE 
sin [A +B+E— (A+£)]sin£---BiiKA+E)sin(A+B+E~£n 
t 8in(A+B) J 
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Aufgaben über Tbeiluag der Figuren. 159 

sinB 



sin (A-|-li)sinJ> 

cos (A + B+E) sin ( A + E) sin E —sin ( A +E) sin (A +B +E) . 
cos E + sin (A + E) cos (A -f B + E) sin EJ 

sin (A +B +E)siii (A +E) cosE] 

r WA. I • AI MPAsinBsinF 

= ■ . 7/ , I r,x ♦ L"~ »m ( A + B +E) sin A J = . . , . 
8in'(2V4-H)sinE'- \ i i / j 8in'(A + B)8iiiE 

so stimmt obiger Werth von x mit dem frühern zusammen, wenn 

" man das untere Zeitlien gelten lasst, welches also in diesem Falle 

nur 2U wählen ist. Die Wahl des obern Zeichens würde x > AM 

geben, vas nicht seyn kann. Man ersieht hieraus, wie man, gemäss 

Nr. 2, die Aufgabe anf die erste hätte redoziren können. 

Soll EF parallel mit AB gehen, seist E = 180^— A, f'= 180* 

— B, also: ^ 

_ asinB ^ \/ a^sin ^B 2SsinB 

^"'sinlA+B) - ^ sin2(A-f B) sin (•A + B)sin A' 

wo das obere Zeichen gilt, wenn A4-B,> 180", das untere wenn 

A + B<180^ 

Die senkrechte Entfernung der Theillinie EF von AB ist iu die- 
sem Falle = X8mA, d.h. gleich 

asinAsinB "4 / a'sin'Asin^B 2 S. sin AsinB 

sin (A+B)- ^ sin^(A-J-B) 8in(A-fB> ' 

wo die Zeichen, wie vorhin gelten. 

Für den Fall, dass A-f-B 180** gelteiv unsere Schiussformeln 

nicht; geht man aber jetzt auf die anfänglichen Gleichungen zurück, 

so ist die quadratische Gleichung, da A + B s::^ ISO* F = 360* 

— (180*+E) = 180*— E: 

ax [_öin A sin E -f- sin A sin E ] = 2 S sin E ~\- a'sln A sin (A + E), 

_ 2 SsinE + a^sin A . -in (A + E) _ S asiii(A-f E) 

2asinAsinE asinA 2sinE 

Sollte noch EF paraUei AB seyn, so wäre A+E = 180^ also 

_ S » 

asinA 

wie natürlich, da dann die Entfernung der Linie EF von AB gleich 
S 

—seyn muss. 
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160 Siebenter Abedmitt. 



Siebenter AbscluiUt. 

Die Breieekmetifc 

Bei der Vermessung eines ganzen Landes ist es von grosser 
Wichtigkeit, für die Detail vermessungon genau bekannte Stand- 
linien zu haben, von denen ans dnrch Winkelmessnngen die einzel- 
ned Ueinern Theile aufgenommen werden können. Um nun jene 
Standlinien zu erhalten , wird man mit möglichst grosser Sorgfalt 
an dazu geeigneter Stelle eine Linie (Grundlinie, Basis) messen, 
auf dieser ein Dreieck sicli errichtet denken, von dem sie die eine 
Seite ist, während die entgegenstehende Spitze ein bestimmter 
Punkt des zu vermessenden Landstrichs ist; an dieses Dreieck wird 
man ein anderes anlegen, so dass beide eine Seite gemeinschaftlich 
haben u. 's. w. In dieser Weise überzieht man nun den ganzen Land- 
strich mit einem Netze von Dreiecken , in denen man die sämmt- 
liehen Winkel misst*; dain dem ersten, an die Grundlinie anlehnenden 
Dreiecke eine Seite bekannt ist, so kann man jetzt alle Seiten jenes 
Dreieck^ berechnen (§. 24) ; in dem nächstfolgenden Dreiecke kennt 
man nun abermals eine Seite und alle Winkel, und kann dasselbe 
somit bierechnen. In welcher Weise man hier fortschreiten wird, 
ist klar. Man erhält somit die sämmtlichen Seiten aller Dreiecke, 
natürlich desto sicherer, je genauer die Messungen selbst waren, 
mid findet also die gewehten Standlinien, an die man sich nun bei 
der Detailvermessung anlehnt. 

Ehe wir jedoch weiter gehen, müssen wir eine Bemerkung ein- 
^ schalten. Wir haben vorausgesetzt, dass man die einzelnen Drei- 
ecke gemäss den im dritten Abschnitte aus einander gesetzten Leh- 
ren berechne, d. h. wir haben dieselben als eben vorausgesetzt. 
Diese Annahme ist jedoch, wie wir schon in §. 38 bemerkt h^en. 



* Allerdings genügt die Messung von zwei Winkeln; der bei der Messung anf- 
tretenden Beobachtungsfehler wegen ist es jedoch sicherer, die stmmtlichen Winkel, 
SU BMiiiii, und die Soinme dann auf 180* auszugleichen , in so fiRM dM DroiMk « 
alt dn ebflOM sageMhen vordiii kann. 
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Die Dreieektnetie. 161 

nicht geradezu asolässig, da die Erde keine ebene Fl&elie ist. Wir 
werden jedoch Im zweiten Theile nachweisen, dass wenn die Seiten 

der Dreiecke eine bestimmte Grösse nicht überschreiten , man be- 
rechtigt sey, die Dreieke zu behandeln wie ebene Dreiecke. Bei 
der Bildung von Dreiecksnetzen pflegt man zuerst ein Netz von 
sehr grossen Breiecken, sogenannten Dreiecken erstenRangs, 
Ober den Landstrich auszubreiten , und misst die Winkel derselben 
mit äusserster Sorgfolt. Die Seiten dieser Dreiecke sind oft meh- 
rere Meilen lang und es kann also bei der Berechnung derselben 
von Anwendung des §. 24 keine Rede seyn; sie müssen nach den 
im zweiten Thei'le auseinander gesetzten Lehren behandelt werden. 
An nnd in diese grossen Dreiecke legt mau nun ein zweites, drit- 
tes^ . . . Netz von Dreiecken» deren Seiten immer kleiner werden — 
die Dreiecke zweiten, dritten, .... Rangs, deren Winkel zwar immer 
sorgfältig. Jedoch nicht mit dem grossen Aufwand von (Zeit und) 
Genauigkeit gemessen werben , wie die der Dreiecke ersten Rangs. 
Wie gesagt werden wir im zweiten Theile die Bedingungen darlegen, 
unter denen ein solches Dreieck als ein ebenes angesehen werden 
darf. * Hier nehmen wir natürlich an, es handle sich von Dreiecks- 
netzen desjenigen Rangs, bei dem diese Bedingungen erfüllt sind. 

* Wenn auch Torgreifend, mag es doch gestattet seyn, diese Bedingungen lüer 

aufzustellen. Wir wollen annehmen , man vernachlässige Winkel, die kleiner als 

O'Ol" sind; alsdann wird man nach §. 19 der zweiten Abth. (verglichen mit §. 26) 

ein Dreieck als ein ebenes ansehen dürfen , wenn die dortige Grösse E unter 0*03" 

a»V8 

ist. Nehmen vir das Dreieck gleichseitig« die Seite = a, so ist F = — — , 
also 




, 4,T*<003,d.h.a< ^ 

seyn. Nun ist, wenn man nach §. 26 der zweiten Abtheilang log r = 6 8047934 setst: 

log 0-12= 00791812 — 1 
logr«= 13-6095868 
Elogp=: 4-6865748 
. ElogV3 = 9-7614393 ' ' 

71357821 

3-5678910, Zahl ^ 3697 3. 
Darans folgt, dass so lange die Seiten des Dreiecks unter 3700 Meter (= 12333 
bad. Fuss) sind» man ein Dreieck ohne irgend ein Bedenken geradezu ab eben an> 



Wflide naa Winkd naß» 0*1" TtmaeUSssigen, so hlfett man: 
Olesf er, ebene TritmuMMtrie. 11 
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IKe Seiten dieser Dreiecke, deren End)mnkte durch draerade 
Merkmale bezeichnet werden , bilden nnn die für Detailvcrmesson-' 

^en nothwendigen und genau bekannten Standlinien, deren beson- 
dere Messung einerseits zu kostspielig, anderseits bei den unver- 
meidlichen Schwierigkeiten einer Läugemnessung zu ungenaue Re- 
sultate geben würde, wenn, man diese Operation minder geübten 
Hfiaden überlassen mflsste. 

Es dienen aber diese Dreiecksnetze nicht bloss dazu, StandUnien. 
für Detaf Ivermessnngen abzugeben, sondern es werden yermittelst 
derselben die einzelnen Ecki)inikte festgelegt. Diese Festlegung 
geschielit dadurch, dass man die Koordinaten der Eckjiunkte be- 
rechnen kann, d. h. die Kuttern ungen derselben von zwei beliebig 
gewählten, auf einander senkrecht stehenden geraden Linien. Die 
Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecknetzes ersten 
Rangs werden wir. im zweiten Theile darlegen; hier nehmen wir die 
Iiage dieser Eckpunkte als gegeben an. Da dieDreiecke des zwei- 
ten u. 8. f. Rangs sich an die Seiten der Dreiecke ersten Rangs an- 
schliessen, so wird man am besten als die zwei einander senkrecht 
durchschiiQidenden Geraden, aufweiche die Lage der Dreieckspunkte 
niederem Rangs bezogen werden soll , den durch einen Eckpunkt 
ersten Rangs, der zugleich Eckpunkt des betrachteten Netzes ist, 
gelegten Meridian, so wie die auf ihm in jenem Eckpunkte senkrecht 
stehende I^inie annehmen. Die Entfernungen der Eckpunkte von 
jenem Meridiane sind dann die Ordinate n, die Entfernungen der 
Fusspunkte der von den Eckpunkten auf den Meridian gefüllten 
Senkrechten von dem angenommenen Eckpunkt ersten Rangs, die 
Abszissen der Eckpunkte. Die Berechnung der Koordinaten ist 
Sache der ebenen Polygonometrie« Ist A der fragliche Eckpunkt • 

\i>gl-2=^ 00791812 
log r» = 13.6095868 
Elogp= 4-6855748 , 
E log V 3 = 9-7614393 
8 1357821 

4 0678910, Zahl = 11692, 
so dMt man jetzt sogar Dreiecke, deren Seiten kleiaer ab' 11700 Meter (= 3900O 
bad. Ftasa) sie «ban MseliMi dttifte. 

• ' ■ * 
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ersten Rangs, NS der durch ihn gehende Meridian, so wird man 
nach den in meiner „ebenen Polygo- 
nometrie" dargestellten Lehren, in- 
dem man dieEckpunktealsEclqiankto 
eines Linienzugs (vergl.§.7deT „ebe- 
' nen Polygonometrie.**) ansiebt, die 
Koordinaten genau und nach einem 
leichten Meclianisnuis berechnen 
können , indem sämmtliche Winkel 
und Seiten des Linienzügs als be- 
kannt angesehen werden dürfen. Da 
man offenbar den Linienzug , der 
durch das Dreiecksnetz gebildet wird, in verschiedener Weise an- 
ordnen kann, so wird man auch die Koordination der einzelnen Eck- 
punkte in verschiedener Weise erhalten können, und somit die Rech- 
nung fortwährend zu kontroliren im Stande seyn. Der Winkel, 
welchen eine beliebige Seite des Netzes mit demJSleridian NS macht, 
wird nach §..6 Formel (5) der ^ebenen Pol^gonometrie^ eben&Us 
leicht zu bestimmen seyn; man pflegt ihn das Azimnth der Seite 
zu nennen nnd er dient zur Orientirung der Seite auf der Erdobeiu 
fläche. 

Die bekannten Koordinaten der Eckpunkte dienen dann zur 
graphischen Auftragung der Netzpunkte, behufs Bildung von Kar- 
ten , in denen eben diese Eckpunkte mit den sie verbindenden Sei- 
ten das Gerippe bilden. 

Da die Berechnung der Seiten na^h den Lehren des. dritten Ab- 
schnitts geschieht, worüber wir uns hier wohl nicht weiter zn ver- 
breiten habeti; da femer die Berechnung der Eoordmaten der Eck- 
punkte ganz eigentlich Sache der Polygonometrie ist, die wir aus- 
führlich in dem bereits mehrfach angeführten Werke dargestellt 
haben, so können wir hier diesen Gregenstand verlassen, da die ge- 
gebenen Andeutungen nnd Hinweisnngen vollkommen genfigen wer- 
den. Ohnehin werden wir im entsprechenden Abschnitte des zwei- 
ten Theils nochmab hierauf znrfickkommen mflssen. 

Anmerkung. Wir haben in §. 38 schon darauf aufmerksam gemacht, dass 
bei geodätischen Vermessungen die auf die Meeresfiäche reduzirten Entfernungen 
zu wählen sind. Dies geschieht hier dadurch, dass man die Basis sofort auf die' 

11» 

• « 
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1^4 Achter Abschnitt. 

ÜMMdUahe redniift Zu dem Ende nmit mui die mHUmm ErbShmig^ dmelbeii 
Aber der Meeneliebe kennen, weldie Kenntaiae man dadureh erlangt . dase man 
eeweld die EriiObong dar Endpunkte Uber daneben, ab aneh der Zvisehei^nnkte 
adlet nnd ans den Angaben den mitdero Werth sieht Ittnnn L die Linge der 
Omndjinie, k'iba mitllero Hübe Über der MeeredMehe, r der nach §. 88 beiedi- 

nete HaHoeeier, so ist L. die aaf die MeeresflAche rednzirte Lange der 

r-f-h 

Grundlinie. Führt man diese nun in die Rechnung ein, so wird man das ganze 
DreiecksnetB l>«echnen, alt wie wenn es auf der Meeresflache iftge. 



Achter Absclmltt. 

Anflösimg der ebenen Dreieeke ohne Tafeln. 

§. 44. . 

Wenn auch praktisch vielleicht von geringem Werthe, dfirfte ee 
doch nicht nninteressant seyn, diejenigen Formeln zusammen zn 

stellen , die bereits Mher angegeben wurden , um die Grösse der 
Winkel eines Dreiecks aus seinen Seiten berechnen zu können, ohne 
sich dazu der trigonometrischen Tafeln zu bedienen. Wir wollen 
desshalb dieselben einer nähern Besprechung unterwerfen. 

Die erste Formel ist nun, wenn wir die in §.33 bereits schon 
eingefllhrte Bezeichnung arc x ftr die Linge des zwischen den Sel- 
ten des Winkels x mit einem Halbmesser = 1 beschriebenen Bogens 
beibehalten: 

3sinx . V 
arcx = ^-j , (a) 

welche Formel von dem hoUändischen Mathematiker Willebrod 
Snellius herrührt. 

Diese Formel macht natürlich keinen Ansprach auf absolute 
Genamgkeit; sie kann in folgender Weise gefunden werden. Nach 
§. 16 ist ongefthr: 

8inx=arcx — Jarc'x, cosx= 1 — |arc'x, 

woraas 

3sinx arcx[3 — ^arc^x] 

A — i — .4 o — ' arc Xf 
2-i-cosx o — iarc X 
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natürlich ebenfalls ungefähr. Will man x. in Sekunden haben, so 
ist hieraus : 

. 3sinx_ ISOjOJO^ 352^ 

2-|-coBX n 2+cosx 
Untersneht man diese Formel, so findet man, dass der Fehler bei : 

x=10°nochnicht0-3", x = 20« noch nicht 9", x = 30"noch 
nicht 1', X = 40° noch nicht 5', x = 45** noch nicht 7' beträgt. 
Da die Formel (a) oder (a') den Winkel immer zu klein gibt, 
so hat der englische Mathematiker Henry Wilson die Formel 

^^Sgna^ 206400" (a") 
2+cosx ^ ^ 

vorgeschlagen, die anfangs die 'Vinkel zu gross gibt; bei z = 46* 
um Ober 4' fehlt. Sie ist jedoeh sicher mmder genau als die fol- 
gende, und beruht auf keinem zu beweisenden Grundsätze. 
Eine schärfere Formel hat Lambert gegeben, nämlich: 

^28sinx-|-8in2x sin x [14 + cos x] 

18+12C0SX " 3L3 + 2C0SX] ' 
Man hat nämlich angef&hr (§. 16) (wenn man ftberall arc'x, ... 
vernachlässigt) : 

8inx = arcx — ^^^arc'x + y^arc^x, 
cosx = l — ^arc'x-|-^Larc*x, 
sinx [14 -j- cos x | = | arc x — i arc ^ x + arc* x ] [16 — ^arc^x 

+^arc*xj — [15 — 3arc'x-j- Jarc*x] arcx, 
3 [3 + 2 cos x] = 3 [5 — arc » X + A * = 1^ — 3 • arc * X 
+|arc*x, 

woraus gAnz unmittelbar (b) folgt Man findet aus (b), dass der 
Fehler f&r 

x= lOnieiner als Ü-Ül", x = 20° kleiner als O l", x = ."^O" 
kleiner als 2", x = 40*^ kleiner als 10", x = 45" kleiner 
als 20" 

ist, und zwar gibt die Formel den Winkel ebenfalls zu klein. 

Vermöge dieser Beziehungen ist es leicht» m einem rechtwink- 
liehen Dreiecke die Winkel ans den Seiten zu tif*^ 
berechnen. Rennt man nämlich die Seiten a 
und c, also auch b, und ist c>a, so ist auch 

C>A, also A<45^; ferner sin A == g-, cosAj 
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Achter Abficbuitt. 



= r> mithin nach (&') : 

0 



oder nach (b): 



wenn A in Sekunden gesucht wird, wobei die erste Formel bis 10® 
nicht um eine Sekunde foldt, bei 45° noch nicht 7'; die zweite bei 
45° noch nicht 20", bei kleinem Werthen vonA noch weit weniger. 
Wie man , mit Zuziehung des pythagoräischen Satzes, die Fälle 3 
und 4 des §. 20 hiernach erledigen kann, ist klar. 

Wenn man die Fälle 1 und 2 desselben § erledigen kann, ist 
eben so klar. Kennt man die T^ket und die Seite b, so ist sin A 

stz — , also wenn wieder mit arc A der zum Halbmesser 1 gehörige 

Bogen zwischen den Seiten des Winkels bezeichnet wird: 

— = arcA— ^arc'A + ^arc*A. 

Ist A in Graden gegeben, so ist 

. An 

arcA= , 

180' 

also a A r 1 ti^ A» • tt^"] 

* _A7Tbr ^ ^'A' ^ 7r*A* 1 
^ 180 L » 180* 180*J* 
Ist dagegen a gegeben, so ist 

aJJIO I 

^'^ A.n ' .tt'A* jl^*-^ 
^ ^ISO*"^™' 180* 
oder da, wenn man dividirt: 

^A' ;r*A*"" "^M80»^^^"' 180*' 
' 180* 180* 
80 ist anch 

leOal .^'A' ■ ;r'A'-| 
An L''T-Si8ü»"'""» 180'J" 
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t 

Spezielle Beispiele wollen wir nicht beifögen, da einerseits diese 
Formeln von weniger praktischem Werthe sind, anderseits es offen- 
bar leicht ist, darnach zu rechnen. Man übersieht ohnehin leicht, - 
wie mau in noch anderer Weise dasselbe Ziel erreichen könnte, so 
daas wir ans hiebet nicht länger verweilen wollen. 



meunler Ji^bsclmUt 

Ueber den Sinfiuss fehlerhafter Daten anf die durvh R^ftKF»'!«g 

hierana erhaltenen Orötien. . 

§.45. 

Soll aus gewissen gegebenen Grössen (Daten) eine noch unbe- 
kannte Grösse durcli Rechnung gefunden werden, so müssen jene 
ersten zun<achst durch wirkliche Messungen gesucht worden seyn. 
Bei allen MesBungen, wie überhaupt bei allen Beobachtungen wer^ 
den wir aber niemals vollkommen sicher seyn, den diirchans richti- 
gen Werth für die za bestimmende Grösse erhalten zu haben. Ab- 
gesehen von gewissen Fehlem , die in der Einrichtung der Instm- . 
niente u. s. w. ihren Grund haben, und die wir bis auf einen gewis- 
sen Grad zu bestimmen, also auch zu Ncrbcssern im Stande sind, 
werden den Beobachtungen unvermeidliche Fehler anhaften, die in 
zufölligen Ursachen ihren Grund haben, als in nicht zu berechnen- 
den Temperaturverhältnissen, mehr oder minder Anfinerksam- 
keit u. 8. w. Diese Ursachen, über deren Daseyn oder Kichtdaseyn 
im speziellen Falle nur schwer entschieden werden kann , bringen 
nun die sogenannten unvermeidlichen Beobachtungsfehl er 
hervor, auf die wir somit in allen aus der Erfahrung genommenen 
Angaben zählen müssen. £s versteht sich ganz von selbst, dass 
wir nur solche Angaben aus der Erfahrimg benützen '^den, die 
durch Beobachtungen erhalten wurden, welche unter den vorhande- 
nen Verhaltnissen möglichst genau sind, so dass wir — wenigstens 
in fio ferne wir hier von Beobachtungsfehlern sprechen — von vorne 
herein annehmen dürfen, es seyeu die Fehler, welche den aus der 
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Erfahrung getiommeDen Angaben anhaften, möglichst klein. Uebri- 
gens werden, theoretisch gespi oclien, diese Fehler eben so wohl po- 
sitiv als ne^'ativ seyii können, d. h. die durch Beobachtung gefun- 
dene (irü>se kann eben .sowohl grösser als kleiner seyu, als der 
wahre Werth derselben. Bei Winkelmessungen ist diess ganz von 
selbst klar. Bei Längenmessungen dagegen wird ein positiTer Fehler 
fiberwiegend vorkommen, da viele, nnvenneidlicbe Umstände zusam- 
menwirken, die gemessene Länge zu gross erscheinen zu lassen, 
wie etwa das Abweichen von der geraden Linie, das nicht gehörige 
Anziehen von Messketten u. dgl. Doch muss man theoretisch posi- 
tive Fehler eben so gut znlassen, als negative. 

Wie schon gesagt, werden die Fehler, weiche den Angaben, die 
aus der iieobachtang entlehnt sind, anhaften, im Allgemeinen nur 
kleui seyn im Yerhältniss zu den gemessenen Grössen. Daraus 
folgt, dass man die Produkte solcher kleinen Grössen, so wie die 
hohem Potenzen derselben gegen die einfachen Fehler, d. h. die 
ersten l'otenzen derselben, wird vernachlässigen können. 

In Bezug auf Winkel wird man also, gemäss §. 15, den Sinus 
eines Fehlers gleich dem zum Halbmesser 1 gehörigen, diesem Feh~ 
1er entsprechenden Bogen, den Cosinus desFehlers = 1 setzen müssen. 

Sind nun die Angaben, aus denen die unbekannten Stficke.za 
berechnen waren, «nicht fehlerfrei, so werden die durch Bechnnng 
erhaltenen Grössen es noch weniger seyn , und man wird sich die 
Aufgabe zu stellen haben; Wie kann man aus den als bekannt an- 
gesehenen Gränzen der Fehler der Daten auf die Gränzen der Feh- 
ler der Kesultate schliessen ? Fassen wir diese Aufgabe etwas an- 
ders, so wird sie auch so heissen : Wenn man weiss, innerhalb wei- 
cher Ausdehnung die Fehler in den aus der Erfahrung entleibten 
Angaben sich bewegen können, wie ist man im Stande, die Ausdeh- 
nung ZQ bestimmen, innerhalb der die Fehler der aus jenen Angaben 
gezogenen Resultate sich bewegen? 

Soll diese Aufgabe gelöst werden, so wird man vor Allem nach 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Fehler der Resultate und der 
Fehler der Daten zu forschen haben* Diese ist begreiflich ans dem 
Wege zu scliliessen, den man bei Anffindong jener Resultate einge- 
schlagen, d. h. sie ist ^us den Formebi zu entnehmen, die man an- 
gewandt hat, um zu den Resultaten zu gelangen. 
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Wenden vir das im Allgemeinen Angedeutete iranmelir auf das 
Dreieck an, so werden in demselben, wenn a, b, c die Seiten, A, B, 
C die Winkel bezeichnen, im Allgemeinen drei Stücke, worunter 
mindesteiiB eine Seite, als bekannt, die andern drei als unbekannt 
anziuelieii seyii. Bezeichnen wir nnn im AUgemeinen mit Js^ Jh^ 
JCf JA^ JB, JC die den Seiten und Winkeln anhaftenden Fehler, 
80 werden diese sechs Grössen dorch drei Beziehungen mit einander 
verbunden seyn, die nns gestatten, ans dreien derselben die drei an- 
dern zu bestimmen. Diese drei Beziehungen werden wir am Be- 
quemsten aub denjenigen Formeln entlehnen, welche zwischen den 
Seiten und Winkeln eines ebenen Dreiecks bestehen. Diese Formeln, 
drei an der Zahl, können die Formeln (29) und (31) des §. 22, 
neBst der Formel A -f- B -f- 0 = 180** seyn, qfler anch kann man 
statt der Formel (31) die Formel b cos A -|- a cos B = c snbstiUdren, 
die man aus (31) in folgender Weise erhält: 

. . b^ + c^-a^ „ aM-c»— b* 

bcosAs — -z: ^,aco8B= — '-r , 

' 2c • 2c 

woraus . . , _ 2c* 

b cos A + » CO« B = -3— =s c. 

Wir haben also: 

c=:acosB+bco8A,a8inB = bsinA,A•4'B+C = 180^ (a). 
ans welchen dreiForm^ die sSmmtlichen Formeln des §. 22 folgen. * 



* Man hat zunächal 



asinB 

0= — : — 7-» 
sin A 



, asinBcosA / cosK sinA + siuBcosA^ a8iii(A-|~B) 
c = aco8B-i — - — = al r^-r |.= 3— r — 

a>in(180<>— C) aginC 
~ siftA iIiiA' 
also die sweite Fonnel (29). Eben so 

b sin A 



a = 



sinB * 

b sin C 



bsinAcosB , . . /'lin A«o8B4-cos Ann B^ 

• — s^+'""*=''l sri J 



sinB * 

welches die dritte Formel in (29) ist. 

Uebrigcns könnte man statt der drei (tleichungen (a) als allgemeine Gnmd- 
gleichungen auch die folgenden drei aufstellen: 

c = a cos B 4" t> cos A, b — a cos C 4~ c cos A, a = c cos B -|- b ctis C, (a') 



iJiyiiizea by CjüOgle 



17Q Neunter Abschnitt. 

Die bior aufgetDhrteo Grössen sind natttrltch nur mit fliren ab- 
solut wahren Werthen zu nehmen. 

Bezeiclinen iiiiii aber a, b, c, A, B, C die gemessenen, 
oder durch Rechnung i:e fundon en \V erthe, so werden a-f- ^a, 
h+Jb, c+^c, A + JA,h+JB, C+JO die wahren Werthe 
seyn, und man wird haben : 

aas denen sich die (a) ableiten lassen. Bestimmt man nämlich aus den zwei letz» 
ten (a') die Werthe von a und b, und setzt sie in die erste, so erhftlt man: 

sin^ C — cos- A -|- cos* h-j-2 cos A cos B cos C, 
d. h. I = cos* A -|- cos* B 4~ cos* C -|- 2 cos A cos B cos C. 

Nun ist(§. 14): 

2cosi(A-|-B-f C) cosi(— A-fB-f C) cos (B + C) + cos A, 
2 cos i (A — B -|- C) cos i (A 4- B — C) = cos (B — C) -|- cos A, 
woraus durch Multiplikation 

4 eoii (A 4- B -f C) cos i (— A 4- B -f C) cos i (A — B -h C) cos I (A -f B — C) 
= coi (B H- C) cos (B — C) H- CO« A [cos (B C) + cos (B — C )] 4- cos* A = eos* B 

— sin ' C 4- 2 OOS A CO« B coi C 4- «M* A = 

— 1 H~ CM* A cos* B 4~ cos* C + 2 cos A cos B cos C, 
d. Ikalso 

cos* A4- cos* B 4- cos* C 4-2 cos A cosB cos G = i 4- 4 cos} (A4-B 4" C) 
cos}<— A4-B+C)cost(A — B4-C)co8i(A4>B — C); 
setzt man dies in die oben gefundene Gleichung, so hat man: 

cos^(A-hB4-C) co84(— A4-B4-C)cost(A — B4-C)co8i(AH-B — C) = 0. 

Einer der vier hier vorkommen den cos muss also = 0 seyn, d. h. der entspre- 
chende Winkel = 90'' (da nämlich A, B, C positiv und jeder. 180", so kann^ 
(A 4" B -|- C) nur zwischen 0 und 270", mit Ausschluss der Gränzwerthe, und jede 
der andern (irt'tssen nur zwischen — 90" und 180**» ebenfalls mit Ausschluss dieser 
Gränzwerthe hegen). Man hat also 

A-hB4-C = 180o, oder — A4-B4-C = 180", oder A — B 4- C = 180% 
üderA-|-B — C = 180". 

Die letzten drei Gleichungen sind aber unzulässig , da wenn eine wahr wäre, 
die andern zwei es auch seyn müssten, indem jede nur sagen würde, dass zwei Win- 
kelminnsdemdritten 180*^ betragen würden. Dann aber hätte man A ^ B = C ^ 180% 
was mmllssig Ist. Ifitiifai hat man bloss A 4* B 4- C = 180", d. h. die dritte 
Gleiebong (a). • . 

Feiner folgt ans (a') : 

b — a cos G 
c = — , 

cos A 

und wenn man diesen Werth in die erste (a') einsetzt: 

b — acosC = a cos A cos B 4- b cos^ A, d. b.bsin*A = aco«AcosB4-acosC, 

oder 

bsin' A = acos A cosB — acos (A4-B) = asin AsinB, bsin A = asinB, 
oder die zweite Gleichung (a). ' 
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Einfluss der Beobachtungsfehler auf die Resultate. 171 

c + ^c = (a + ^a)co8(B + ^/B) + (b + ^)cos(A + ^A), 
. (a + ^a) sin (B + JB) = (h + Jh) sin (A + JA), 
A B + C + + -1- = 1 80 ^. 
Nun ist, nach dem Obigen: ' 
cos (B -f- ^) = coa B r~ sinB . arc ^B, 
cos (A -f- JA) = cos A — sin A . arc JA, 
sin (B -f- JB) = sin B + cosB . arc JB, 
sin (A -(- JA) = sin A + cos A arc JA, 
daher, wenn man Jh.sltcJBu.s.w. sofort vernachlässigt: 

c -f- = a cos B -|- ^a . cos B — a . sin B . arc JB -|- b cos A . 
Jb cos A — b sin A arc JA^ 

a sinB -H^a sin B -|-a cos B arc JB =■ b sin A-j-^^.sinA 
-{-hco&A.tkteJA, 

A+B+C+^A+-/B+^G = 180« 
Knn worden aber die Rechnungen mit den Formeln (a) oder den 

daraus gebildeten geführt; die Werthe a, b, c, A, B, C genügen also 
jenen Formeln (d. h. man hat die gesuchten Grössen so bestimmt, 
dass sie nebst den gegebenen Grössen den Gleichungen (a) genü- 
gen) ; daraus folgt ojSenbar, dass man ans den so eben angegebenen 
drei Formeln, wemi man die Formeln (a) durch Subtraction mit 
ihnen verbindet, zur Besthrannng der gegenseitigen Abhängigkeit 
der Grössen Jsl, Jb, Je, JA, JB, JC haben werde: 

Je = Jii.cosB — a sin B arc JB -\-Jh cos A — b sin A arc JA, | 
^asinB -(- a cos B arc JB = Jh sin A -|- b cos A arc ^A, ' (40) 

^A+//B+^C = 0. ) 
Diese drei Gleichungen, von denen die letzte auch arc JA 
•{-arc^B-|-arc^C = 0heis8en könnte, regeln dieBeziehangen der 
sechs Grossen ^a, . . . ^/C gegen einander vollständig und jede an- 
dere Beziehung, die etwa noch bestehen könnte, mnss hieraus abge- 
leitet werden können, bietet also nichts Keues dar. 

§. 46. 

Es dürfte zunächst nicht ohne Interesse seyn, die letzte Behanpi- 
tnng des §. 45 in einigen Fällen päher z« betrachten, da, wenn man 
auch theoretisch von der Richtigkeit derselben überzeugt ist, eine 
praktische Bestätigung derselben nicht von der Hand gewiesen wer- . 

den soll. Zunächst ist klar, dass man eben so die folgenden Glei- 
chungen erhalten könnte; 
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Neunter Abschnitt. 

• 



Jb=JtiCosC — asinCarc^.-f-'^ccosA — csinAare^/A, 

-^a = cos B — c sin B arc //B 4- cos C — b sin C atcJC, 
Je sin B + c cos B arc JB = ^ sin C + b cos C arc JCj 
Ja. sin C -j- a cos C atcJC = ^c sin A + c cos A arc //A. 
Diese Gleichungen lassen sich aber aus (40) sehr leicht ableiten« 
Man zieht nämlich aus den zwei ersten: 

^ cos A = ^c — ^a cos B -f- asinB are ^ 4* ^ 

^ sin A = ^asinB H- acosB arc^ — b cos A arc^A. 

Multiplizirt man hier die erste mit cos A, die cwdte ndt sin A 

und addirt, so erhält man : 

Jh = J{: cos A — Jn cos (A -j- B) + a sin (A + B) arc JB. 
Aber es ist sin (A + B) = sinC, cos (A+B) = — cos C, JB 
= -^JA-^JC, also: 

^ =s ^c . cos A-|-^a coft C — asin C arc JA — a sin G arc JC, 
ond da asinC = csinA, so erhält man hieraus die erste der obigen 
Gleichnngen. Ganz ähnlich findet man die übrigen. 

Mau könnte ferner vermuthen, wenn man die Gleichungen (31) 
des §. 22 zu Grunde gelegt hätte, wären vielleicht andere Resultate 
erschienen. Man hätte dann; 
(b +^b) ^ = (a + Ja,y+ (c+^c) 2 (a+^a)(c+2/c)(cosB 
— sinBarc^), « 

^ d.h. 

b»+2 hJb = a» -|-2a^a+c*+2 cJe^2 [ac+Ci/a+a^c] 

[cos B — sin B arc JB]^ 
b' + 2b^b = a* + 2a^a-f-c^+2c^c — 2accosB — 2c^acosB 
— 2 a^c cos B + 2 ac sin B arc ^B, 
mithin wegen (31): 
hJb = a^a -f - c^c — c^a cos B — a ^c cos B -|~ ^ c sin B arc ^B . 
Aber aas: 

^c=^acosB — asinBarc^-j-^cosA — bsinAarc^A, 

= ^a cos C — a sin C arc JC -\-JccosA — c sin A arc JA, 
Jdk = ^/c cos B — c sin B arc JB + ^ cos C — b sin C arc JQ, 

folgt 

a^a-f-C//c = a^/ccosB-f-c^/acosB — acsinBarc-^/ß — acsinBarc^B 
4-a^cosG~|-<^cosA — ab sin C arc — bcsinAarc^A, 

a^a ;-f- c^c — cu/a cos B — &</c cos B + ^ c sin B arc ^ = 
— a c sin B arc^ -|- a^b cos 0+ e^b.cos A — ab sin C arc JQ^ 
— bcsm Aarc^A, 



I 

Digmzed by Google 



Einflutt der Beobachtongsfehler auf die Resultate. 173 

. ^ cobC — absmCarc^-f- b^c cobA — bcsinAarc JA , 
Nim ist aber nacb (40) : 

Jb = Ja cos C-\-Jc cos A — a sin C arc JC — c sin A arc JA 
. - =^acosC-|-^^*cos A — asinCarc^C — asinCarcz/A 
=^aco6C -f-z/ccosA — asinC [arc-^/C-|-arc^Al 
= 2/a cos G -|- coB A 4~ & Bin C arc 

alBO 

Jb a sin C arc ^/B a COB 0 i/o coB A| 
b^ — abBuiCarc^=b^aG08CH~l>^ccooA, 

oder da 

b = a cos C + c cos A : 
(acos C -|- CQOs A)^ — ab sinC arc JB = bJ& cos C -|- b^c cos A, 
d. h. 

uJb coB C - j- cJh ooB A — a b sin G arc JB = b^a cob G -f~ ^ 
HieraiiB folgt» da b Bin G = c sin B: 
— acBUiBarc^-f ^<^sG-|- Ciscos A — absin G arc ^#0 
— bcsin Aare JA = hJs^coB C — ab sin C sltcJC + bJc cos A 
— bcsinAarc^A, 

d. h. 

hJh = aJsL--{-cJc — Ci/aco&B — a^ccosB-|~*c^Barc^B, 
was man za beweisen hatte. 

Wir werden also nnr die Formeln (40), in Yerblndong mit den 
Gleichongön (a) des §. 45 oder den Gleichnngen des §. 22 n. s. w. 

anwenden. Zunächst wollen wir nim die einzehien Fälle näher 
untersuchen. 

Anmerlj^ang. Wir haben in §. 45 gesagt, dass wir die Produkte nnd hSbeni 
Potensen Ton Ja., . . . Temachl&ssigen dfirfen. In Bezug auf die Grossen aro ÜAt 
nxcJB, arc ist diess wohl geradezu klar; anders möchte es jedoch in Bezng aaf 
4dtL, /Ib, /4q erscheinen , da diese letztem GrrSssen in der Regel ^ 1, also ihre 
Qaadrate noch grösser als sie selbst sind. Trotz dem ist unsere Angabe richtig. 
Wie sich ohnehin im Folgenden heraossteUen wird, erscheinen immer nnr die Qao- 

tiSBlBD 4- , --t die kleine BrOehe aind» ml deren Produkte und Qnadrate 

a 0 c 

mithin sicherlich vernachlässigt werden können. Wir wollen diess an dem so eben 
benützten Beispiele zeigen. Wir gingen dabei Ton der Grundgleiohung 

b* = a«-f c* — 2acco8B 
am. Selstmao b-|-^ fOrb, n.t.v. 10 hatman-vie 10 elwn 

(b + Jb)» = (a + ^fa)* -i- (c -h Je) • - 2 (a -f Ja) (c 4- Je) CO« (B -h ilB) 
/ 4. k« 
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174 Neanter Alwebnitt: 

[cos B — sin B arc JB]. 
Ist nun etwa b lUe grOsste dec drei Seiten a, b» e, so dividire man beideneit^ 

mit b' und erhält: 

[cosB — ftinBarcJBjt 
anddftlnm^,■^UeineraUlaind,«oiltlroUUa^dMsman^ *C^3 ' 

. — viid vej^auen dfiffSsn» da dieae Wertbe gans unbedeutend alnd. 
a € 

1) In einem Dreieck sindgegeben c,A,B; berechneta,b, C (§. 24). 
Ffir diesen Fall hat man ans (40) die drei GrGsBen ^a, JO 
dnrcli J% ^A, ^ffl zo snclien. 

Nun zieht man aber ans diesen Gleichnngen: 

-<#C = — ^A; 

dann 

cos B + cos A = ^c -|- a sin B arc -(- ^ sin A arc //A, 
^asinB — ^b8inA= — acosBarc^-j-bcosAarc^/A, 
woraus folgt: . 

sinA coslA + B) , barc./A 



sin(A+B) r sin(A+B)^8in(A+B)' 

_ - sinB , arc^ v ' >a cos(A-f-B) 

sin(A4-B) sin(A-f-B) fiin(A4-Bj 

d.h. da A+B = 180^ — C, ' ^ , 

■ - sinA , cosC ^ , barc^A 

^a=^c.-:-7^+a-r-?;arc^H , 

smG sinC ' sinC - 

. ^ . sinB , aarc^ , . arc^AcosC 

sinG sinG ' smG 

Ba aber sin A a sin B b 

sin C c sin C c 

so ist: . siJc I acosCarCi^B ^ barc^/A 

c ' smC smC 
b^c , aarc^ , bcosC ) (b) 

c ' SinG ' smC 



1 
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EiBflns^dAT BeobaehtangrfiBliler auf die Renikito. 1 75 

Mao kann diesen Formeln, vie leicht entchtlichy aach folgende 
beqnemm Form geben: * 

— .= — + cotff G arc ^—r- arc ^A.) 

a c ' ° ' asinC ^ I 

^=:^+^a,c^+cotgC«rc^A.( ^'''> 

b c b sin C I . -»I 

Will man die möglich grössten Werthe von JC, — , ^hieraus 

erhalten, wenn die möglich grössten Werthe von JA, JB, — 

c 

gegeben sind» so wd man alle einzelnen Glieder der zweiten 
Setten bloss positiv zn nehmen haben, da man ja im Allgemeinen 
JA, JB, Je sowohl positiv als negativ nehmen kann, also das Vor- 
zf ^chen dieser Grössen immer so wählen darf, dass jedes Glied po- 
sitiv ausfallt. Offenbar erhält man dadurch die grüssten Werthe von 

— , JCy die übrigens, wie bereits mehrfach gesagt, sowohl po- 

sitiv als negativ seyn können. 

Ans den Formehl (b^ lässt sich jedoch noch einiges Weitere 
schliessen. Gesetzt A nnd B seyen so beschaffen, dass ihre Sunmie 
nahe an 180^ oder nahe an^O sey, so ist G nahe an 0 oder -lSO^ 

also sin C sehr klein; daraus folgt klar, dass ^ sehr bedeo- 

a D 

tend ausfallen werden, wenn auch JBy JA Uein sind; eine solche 

Annahme ist also möglichst zu vermeiden. 

Ist A-J-B = 90°, 80 erreicht sin C seinen grössten Werth, und 

cotff G ist = 0: aiso wird, bei unverändertem — w sowohl — als -r- 

• c a b 

in diesem Falle möglichst klein ausfallen, so dass also dieser Fall 

zu den günstigen geMrt. 

Fttr dieses Fall (G = 90®) ist: 

4^a ^c , b 2/b ^/c a 

— = — arc^A, T~ = h-rWCi/B. 

a c a b c ' b 

In der Regel werden die Wertlio von Jk^ JB (ohne Rücksicht 
auf ihr Vorzeichen) beiläufig einander gleich seyn; ist nun b > a, 

so ist ^ > 1, ^< 1 und ^ tallt grösser aus als ^; das Umgekehrte 
a b a 0 
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hat Statt, miinb < a. Am besten wird esmithm seyn, wenn a = b 

(also auch A = B)» in welchem Falle dann—» -r- (nahe) einander 

a D 

gleich seyn werden. 

Das gflnstigste Dreieck für diesen Fall ist mithin das, in welchem 

A = B=^45°. 

2) In einem Dreieke sind gegeben c, A, C ; daraus berechnet 
a, b, B (§. 24). 

Aus den Formeln (40) ergibt sich, wie oben: 

J9k Je ^ ^ . b — acosC . 

— = cotgCarc^C4 = — axcJA^ 

a c asmC 

Jb Je , bcosC — a ' . a 

-r- = . . ^ — arc^A — , . .. arcz/C, 

b c ' bsmC bsmC 

d. h. da b — a cos C = c cos A, b cos C ~ a = — e cos B, a sin C 

= c sin A, b sin C = c sin B : 

— cotgCarCi/C4"CotgAarCi/A,l ^^^^^ 

Ah Je a 
-;^==— — cotgBarc-i/A — , , - arc<^C, 
b . c _ bsmO 

woraus ganz dieselben Folgerüngen gezogen werden, wie in Nr. 1. 

3) In einem Dreiecke öiud a, b, C gegeben, und daraus c, A, B 
berechnet (§. 25). 

Aus (40) hat man : 
Je -f- asin B arc //B + b sin A axcJA = ^acos B-\-Jb cos A 
acosB axcJB — bcos Aarc^A = — ^asioB-f-^sio A, 
arc^A4~ftrc^ = — axeJC, 
woraus, indem man JB und JA ans dea zwei letzten Gleichongen 
bestimmt : 

(a cos B + b cos A) arc JB = ^ sin A — ^/a sin B — b cos A arc JCy 
(acosB+bcos A) arc JA = — ^bsin A-|-^asinB — acosBarc^C, 
d. h» wegen der Gleichungen (a) : 

/ c arc = ^ sin A— ^asinB^b cos Aare i^C,^ 
c arc i/A = — ^ sin A + sin B ^ a cos B arc ^ ; 

dann ist * 

. ^c=:^acosB+^cosA — asinBarc^— bsinAarci/A« 
d. h. 
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c^c = e^a coarB+e^ cos A-r- a BmAafaB-^/b+asm^E^/a+ab 
sin B cos A arc^G +b sin^A/b— b sie A 8inB^a+ ab sin A 
CosB arc^C = (c cosB — b sin A sin B + a sin ^B) ./a + (c cos A 

— a8inAsinB + bsin'A)^4-absin(A + B) arc-^C, 
oder da bsinA = asinB, A + B — 180° — C: 

c^c = c cos B-^/a-f- c cos A^ 4* C arc^C. 
Also hat man jetzt: 

^sinA //asinB b , 

arc ^ = — cos A arc JO. 

c c c 

^smA , ^asinB a ^ _ 
arc^A= — ■ cosBaro^C. 

c c c ' 

ab 

Jb=^aco8B+^eo8AH — -sinOarc^. 

c ' 

welche Gleichungen auch in folgender Form geschrieben werden 

können (da asin C = c sin A) : 

Jh bsinA Ja, aslnB b' 

arc^ = -r- . — . cosAarc^C, 

. D c a 0 c . 

^ ^bsinA . ^aasinB a 

■ "*'^=-T^-+T-^ 7«>»Bmo^. 

Je J& acosB , Jh bcosA , bsinA ^ 

= — • r T" • «IC JC, 

c a c ' b c ' c 

oder endlich, da a sin B = b sin A : 

_ bsinA/'^b Ja\ bcosA 

arc^= — — 1 -r- 1 arc^C, 

c V b a c 

s \gA hsinArJsL Jh^ acosB ( ^ v 

Je ^aacosB , ^bcosA , bsinA ^ 

H aic^ 



c a c b c c 

Dürfte man geradezu^ = — setzen, d. h. dürfte man anneh- 

D a 

men, die Seiten a, b seyen beide nm dieselben propordonalenTheile 
zu gross oder za klein *, so hätte man, da auch a cos B -|- b cos B = c: 

* bi d«r Begel werden die absoluten Werthe von ^ freilich als gleich an- 
gesehen werden dlliCm; allein man wird nicht geradeso wissen, ob beide poiithr, 
oder beide n^gatiT sfaid. ' 

Pienter« «bsM Tit|oa«M«M«. 18 
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urc Jd = arc JQ, arc JA = arc JQ» 

c c 

Je J2k , bfiinA . ^. 

— = arc ^C. (c'j 

c a * c ^ ^ 

Aas den Formeln (c) folgt, dass je grösser c gegen a oder b ist, 

desto kleiner Jk^ JB, ^ aaafallen» so dass man also den Winkel 

c 

C so ^oss als möglich, d.h. so nahe an 180*^ als möglich wählen 
soll. Ist daneben b=:a, so werden» wie leicht ersichtlich, die Feh» 
1er JAt JB einander gleich, was man als vortheilhaft anzusehen be- 
rechtigt ist. Im letztem Falle ist auch A = B» b cos A = a cosB 

=Ac, also da bsinA = asinA and man ^ = + ^,also^ — ~ 
' b a b . a 

= 0 oder — 2 — setzen kann: 

a 

— \ arc JCf i — \ arc JC, 

^a ' ^a . ^arc-^A={ , a . .Ja . ^ 

— 2-siiiA ymJO, /+2-SUIA |arc^ 

c a ( c a 

J2l , asinA 

arc^. 



Je ja c 

c j asinA ^ 

4) In einem Dreiecke sind gegeben a, b, c; daraus berechnet 

A, B, C (§. 26). • 

Die Formeln (40) geben zunächst: 

Jc.coüB , ^bcos(A4-B) , Ja 
arc^A=: — . . >. , v,H — , . . > , p> + 



b8in(A+B) ' bsin(A+B) ' bsin(A + B)' 

^ccosA . Jb , 2facos(A-|-B) 

^''^^^^ - asin(A+B)"^a8m(A+B)^ «sm(A+B) * 

d.h. JtL ^cosC ^ccosB 

*!^'^-bsinC • bsinC bsinC 

^acosC , Jh ^cco.sA 

9XCJB = T^TT H ^~7T ^~7^t 

asmC asmü asmC 

woraus dann 

arc^=^are^A — arc^ = ^a( ^^^^^^ ^/^ ^ 

^ a b sm C 

, -/'acosC — b"\ , . /"acosB + bcosAA 
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folgt. Es ist leicht ersichtlich, dass man diesen Gleiclrangeii aneh 
folgende Form geben kann: 

arc^A— -r-F^I r cosC— I — cotgB — , 

sin C L b a - b J ^ c 

arCi/B= -r-TsI — — 1 — coLgA— , ) (d) 
sinC La b aJ c [ 

1 VcJc ^Jh-] ^Ja. 

arc^C= — r| T cosA-r- 1 — cotgJj — , 

sin A t-b c DJ ^ . a 

Wfirde man nieder ^ = ^ ;= — setzen können, so hätte man, 

a b c 

da aach 

u n ry » — bcOsC CCOsB . „ 

a — bcosC = ccosB, — , . ^ — = , . ^ = cotg.Bu. s.w. » 

D sm u D sm Kj 

d. h. die Winkel würden fehlerlos erhalten, wie natfirNch, da nnter 

diesen Voraussetzungen das falsche und wahre Dreieck ähnlich 
wären. 

Sehen wir hie von ab, so zeigen die Gleichongen (d), dass (im- 
merhin nnter der Yoraossetzung, dass wenigstens nahezu die abso- 

^a ^b 

iaten Werthe von — , — , ~ gleich seyen) die Fehler ^A, JB^ JC 

möglichst einander gleich ausfallen werden, wenn die drei Winkel 
A, B, C einander ^'leich sind, also das Dreieck ein gleichseitiges ist. 
Letzteres ist also für diesen Fall am vortheilhaftesten. ' 

5) In einem Dreiecke sind a, b, A gegeben mid daraus o, B, G be- 
rechnet (§. 27). 

Die Jfonneln (40) geben: . - ' 

^ Ja ^sinA , bcosA 

arc ^ = tg B 4 =- H ZT arc JA, 

a a oosB a^cosB 

^^_:j!L+-^'='"'(A+B)_b«fa(A+B)^^ 

cosB cosB cosB 

^ JsL^ ^ //bsinA acosB + bcosA 
arc^G = — tgB =r — ? arc^A, 

a a cosB acosB 

welche Formeln leicht auf folgende Form gebracht werden 
können: 

12» 



% 
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180 Neunter Abtehoftt* 

arc -^B = ~ — tgB + ~ tgB + tgB cotg A arc^A, 
^ a D 

arcJC = — tgB — ^tgB— — ^arc-^/A, } (e) , 
a ^ b ^ acosB . ' ^ 

Je Ja a Jh bcosC _ ^. 

— =— . B~"r — tgBarc^A. 

c a ccosB b ccosB 

Aus diesen Formeln folgt, dass jemehr B gegen 0 oder 180* 
geht, der überall vorkosunende Nenner cos B zunimmt, also die 

Je 

Grössen Jü, JC, — abiielmieii; jedenfalls ist diess der Fall mit^, 

C . 

JCf die also klein werden, wenn B nahe an 0 oder 180* ist, voransge» 

Je 

setzt, dass nicht A nahe an 0 ist. Was — anbelangt, so wird, wenn 

c 

B nahe an 0 ist, diese Grösse ebenfalls klein seyn; wenn B aber 
nahe an 180^ so ist b sehr gross im Verhältniss zu c und 

ccosB 

Je 

kann sehr gross seyn, so dass also jetzt — nicht gerade klein ans- 

c 

fällt. Man wird also in diesem Falle die vortheilhafteste Gestalt 

des Dreiecks erhalten, wenn B nahe an 0 ausfällt, also b sehr klein 

ist im Yerhältuiss zu den zwei andern Seiten. Wegen des Bruchs 

a Jo a c ' c 

in — sollte — klein; wegen — in JC aber — klein, also 



ccosB c c ^ acosB a 

^ gross seyn; man wird also, wenn beides beachtet werden soll, mög- 

liehst s = c wählen, d^h. bei kleinem — , A nahe an 90^ nehmen. 

a 

Ist eine oder die andere der gegebenen Grössen als durchaus 
richtig anzusehen, so wird man in (40) den ihr zukommenden Feh- 
1er = 0 zu setzen haben. Diess tritt etwa ein, wenn man znm Vor- 
aus weiss, dass das betreffende Dreieck rechtwinklich sey, wo dann 
. der Fehler des rechten Winkels Null ist; es wird aber auch dann 
anzunehmen seyn , wenn eine als Seite eines grösseren Dreiecks- 
netzes (§. 43) bereits scharf berechnete Seite zugleich eine der Sei- 
ten des hier betrachteten Dreiecks ist. Dessgleichen verhält es 
sich mit Winkeln, die einer grössern Vermessung entnommen werden. 

Die bereits zu Nr. 1 gemachte Bemerkung wegen der aus den 
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aufgestellten Formeln folgenden äussersten Warthe der Fehler der 
gesuchten Grössen gilt natürlich für alle Formeln. Die nämlichen 
Formeln jLÖniieii ftbrigens aach za einem andern Zwecke benütet 
werden. Wfinscht man nämlich die (kleine) Aendemng zu kennen, 
welche die berechneten GrOeeen^ erleiden, wenn die Daten nm We- 
niges geändert werden, so geben die Formeln (b) bis (e) diese Aen- 
derungen geradezu, wobei begreiflich die vorkommenden Grössen 
mit den ihnen in den Formeln beigelegten Zeichen zu nehmen sind. 
Ehe wir zu Beispielen übergehen, wollen wir aus dem Vorstehen- 
den einen Schlnss auf die vortbeilhafteste Gestalt der Dreiecke in- 
geodätischen Netxen (§. 43) machen, d. h. auf di^enige Gestalt, bei 
der die Beobachtnngsfehler den möglich geringsten Einfluss anf die 
m berechnenden Seiten und Winkel haben. Da man dab« nach 
Nr. 1 zu verfahren hat, so würde das gleichschenklich rechtwinktiche 
Dreieck, dessen llypothenuse die gemessene Seite wäre, diesen Be- 
dingungen entsprechen. Geht man aber von der Basis des Netzes 
zu den Dreiecken ersten Rangs über, so werden nothwendig die 
neuen Seiten grösser als die gemessene; da dies nun (ucht vortheil- 
haft ist, so wird man mithin die neu hinzutretenden Seiten nicht 
allzu viel grösser wählen als die Basis, oder die bereits bekannte 
Seite, zugleich die Dreiecke gleichschenklich , hier also fkst gleich- 
seitig machen. Daher rührt die geodätische Vorschrift von der 
Basis aus durch allmählig grösser werdende Dreiecke , die zugleich 
immer nahe gleichseitig sind (oder wenigstens gieiclischenklicb), 
fortzuschreiten. 

Geht man aber von den Dreiecken ersten Bangs zu denen eines 
niederem Rangs ftber, so wird man sich an die Vorschrift der Nr. 1 
halten, d. h. die Dreiecke möglichst rechtwinklich gleichschenklich 

machen können. 

Wir haben im Vorstehenden aus den allgemeinen Formeln ge- 
wisse Folgerungen in Bezug aut'die vortbeilhafteste Gestalt der Drei- 
ecke in den verschiedenen Fällen gezogen. £s versteht sich von 
selbst, dass diese Folgerungen auch nur im Allgemeinen gelten und 
im speziellen Falle oftmals etwas verschiedene Ergebnisse erhalten 
werden können. Es hängt diese begreiflicher Weise von den Ver- 
hältnissen der bei Längen- und Winkelmessungen begangenen Feh- 
ler ab, und jeder Beobachter wird im Stande seyn, zu entscheiden, - 
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über welche Gränze hinaus diese Fehler bei seinen Beobachtungen 
sicherlich nicht gehen können. — Wir wollen uns auf diese speziel- 
lem UntersuchuugeD, die nach Anleitimg des Yorstebenden äusserst 
leioht zu führen wären, nicht weiter einlassen, sondern nur noch 
einige Zahlenbeispiele zufügen, um die Anwendnng der obigen For- 
meln daran zu erläntean. ' 

)) Sey c = 379-5, A = 64* 9' 16", B = 76» 18' 28", also C 

= 40°32' 16", b = 664-8, a = 020-486 (§.24), sey temer — nicht 

c 

Uber I , ^A, JB nicht über 1", d. h. die Längenmessnng feh- 

le höchsten« um ^^^^^^ der Länge, die Winkel höchstens nm 1''. 

Für diesen Fall sind nun die Formeln (b') anzuwenden und zu setzen 

— = 0-0001, -iA=^B = l". 
c 

logcoiuC^r 10-06793 log b =^ 2 •75189 

logaic 1" — 4-()8557 — 10,* log arc l" = 4-68557— lü 

4-7ö3ö0^1ü, E log a = 7*27943 

£logsmC = 0-18712 
cotg C arc Jb = 0 00000567, 4*90401—10. 
cotgCarc^A = 0-00000567, b ^^.^^ ^ o 00000802. 

aamC 
log a = 2-72066 
logarcl"r::r 408557— 10 

Eh>gb-^ 7-24810 
ElogsinC = Q'18712 

4-8413Ö--10 

a 



arc = 0-00000694. 



bsinc 

Also äusserster Werth von 

— : 0-0001 + 0-00000567 + 000000802 = 00001 1369, 
a 

Ah 

Y ' 9-0001 4- 0 00000694 + 0 00000567 = 0 0001 1261, 
.-^0:1" 4-1" = 2", 



* log an 1'' = log sin 1"; überhaupt log ans n" = log sin n", wennn < 1740 
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1 



80 dfUBS. a, b um etwas mehr als 

köuiieii. 

Wörde man c am 



183 

, C um 2*^ gefehlt seyn 



10,000 

, A und B um 1" ändern (und zwar 



10,000' 

grösser machen), so würden sich a, b, um O'OOOl J369, 0'00011261 
ihrer Länge, C um — 2" ändern. 

2) a = 5648, b =- 3795, C = 64^3' 16", also c — 5254*86, 
A = W 18' 28-1", B = 40'' 32' 16-9" (§. 25); femer höchste 

Werthe von — und ^ = 0*001, von JQ = 5". Die Rechnung 
ab 

' Jb. Jb 

wird hier nach den Formeln (c) geführt werden, in denen ~ = 
= 0-001,^C = 6"ist. 



^ logb = 3-67921 
log8inA = 9-98666 
Eloge = 6*27944 - 

log — = 0 00000— 3 



logb:== 3*57921 
log OOS A = 9*40420 

Eloge = 6*27944 

lo^ arc 6" = 6-38464— 10 



0*84421—4 



0-64739—6 



t^5^arc^C = 0-00000444 



c b 
bsioA^a 

c . a 



= 0.000699 

log a = 3*76189 
log cos B SS 9*88080 
Eloge =6-27944 
log arc 6" = 5'38464~10 

0*29667—6 

.^52£^arc-/C = 00000198 



lüga^ 3-75189 
log cos B = 9*88080 
E log e = 6*27944 

log ^ = 0-00000— 3 



logb = 3*67921 
log cüsA — 9*40420 
X Eloge = 6*27944 

log 4^ = 0 00000— 3 



acosB^a 



0-91213—4 
= 0000817 



0-26286—4 



^«25^^ = 0*000183 
c b 
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logb-3'57921 
log 8inA== 9*98556 
Eloge = 6-27944 
logarc6" = 5-38454— 10 



0-2287Ö— 6 

« 

arc = 0-0000169 

^6ehBte Werthe Ton 

arc ^ = 0*000699 + 0*000699 + 0*000004 = 0*001402, 
JB = 4'49", 

arc JA — 0-000699 + 0-000699 + 0 000020 = 0 001418, 
^ JA = 4'49", 

~ = 0*000817 rf- 0*000183 + 0*000017 -0*001017» 
80 dasB die gesuehten Winkel um 4^49", die gesuchte Länge um 
etwa falsch seyn kann. Würde man freilich nach (c') reeb- 
nen, so würde B nur um nicht 1", A nicht nm 5" falsch seyn. Das 

von uns gewählte Beispiel gehört zu den ungünstigen Fällen, da die 
Fehler in den Winkeln sehr bedeutend fiind; sie rühren vorzugs- 
we^e von den Fehlern in a und b her. 

3) a = 94Ö93-1, b=80322*9, 0=82425*8, also A=71"3' 34-7". 
B =: 53*26' 0*6", C = 55''30'24'5" (§. 26); zugleich sej a hdch- 
stens am 8, b um 7, c nm 7*5 gefehlt. Also hat man in (d): 
i/a = 8, = 7, = 7*5 zu setzen. 

log^a = 0-90309 log^ = 0*84510 

Elogb = 5 09516 ' log cotg C = 9*83703 
EiogsinC = 0-08397 Elegb = 5-09516 

008222— 4 " 0-77729— 6 

= 0-000121 22lgCJh ^ ^^.^000599 

bsmC , b 

log ^c = 0*87506 

logcotgB - 9*87027 
Eloge = 5 08393 

0-82926—5 

' ^2k2^ = 0 0000675 
c 
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log^ r= 0*84510 log 0*90309 

E!oga = 5-02412 \ logcotgC= 9 83703 
ElogsinC ^0 08397 jb:ioga = 5 02 412 

Ü'9ö319— 5 0-7Ö424— 5 

* • 0-0000898 ^ot^CJn ^ q-OOOOÖSI 

asinc a 

log ^c:rr 0-87506 

log cotgA= 9-53552 
Eloge = 5*08393 

0-49451—5 

— ^ = 0-0000313 

c 

log Je = 0*87506 log^ = 0*84510 

E log b = 5*09516 log cotg A = 9*53552 

Elogsin A = 0-02417 Elogb = 5-09516 



0-99439—5 0-47578—5 

= 0 0000987 ^otgAJb ^ ^.^^^^^ 

b sm A b 

log^a — 0-90309 

log cotgB:^- 9-87027 

Eloga==5 02412 



0-79748—5 



22!SB^ = 0 0000627 
a 

Höchste Werthe von 
arc-^A=0*000121-|-0*000060-H>-000067=0-000248,-*/Ä=51", 
arc^ = 0.000090+0*000058+0*000031 =00001 79, JB = 37", 
arc^C = 0 000099+0*000030+0*000062=0"000191 , JC ==40". 

4) a = 758396, b = 623094, C = 5 1" 7', woraus A = 76° 0' 56", 

B=52'62'4", c=608379. Sey femer = 0, — = 0 00001, 

i#C= 10", wobei dieRechnung wieder nach denFormeln(c)zu führen ist. 

log b = 5-79455 . logb:^ 5-79455 

log sinA = 9-98694 logcosA = 9*38320 

E log c = 4-21582 E log c ^ 4*2 1 582 

1 ^ nnnAAn - logarc 10" = 5*68557^ 
log— c=0 00000— 0 * ^ , — =- 

- ® b 0*07914—5 

•0*99731—6 bcosA 
bsinA^ ^-T^ »^^^C = Ct0000120 

5^^=i=~ = 00000099 ^ 
e b 
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loga= 5-87989 
log cos B = 9*78079 

Eloge r= 4-21582 
iogarc 10" = 5-68557 



066207— ö 

'^^^ arc JC = 0*0000365 

c 

log b=:: 5-79455 logb = 5-79455 

logcos A = 9-38320 log sin A = 9*98694 

£ log c = 4*21582 £ log c = 4*21582 

I ^ nnnnn/. ^ iogarc 10^* =5*68557 
log -^ = 000000-^5 0*68288-5 

0*39357—6 bsiuA ^ nnAA^ioo 
honnAyih axcJC = 00000482. 

5^4^-0*0000024 

c b 

Höchste Werthc von: 
arc-^B = 0-0000099 -4- O 000012Ü ^ 0 00002 19, = 4-5 
arc^/A =00000099 + 00000365 = 00000464,^A = 96'', 

~ = 0*0000024 -h 0-0000482 = 0 0000506, — = ^ 



^ V,.,-, , . w^^^^v.^ ^ ^ 20,000' 

80 dass als6 B etwa um 4*5"» A um. 9*6", c um den 20,000 Theil 
seiner Länge gefehlt seyn kann. 

§. 48. 

In ganz ärmlicher Weis^ , wie wir im Vorstehenden die Fehler« 

gränzen für Resultate erhalten haben, die vermittelst der Rechnung 
aus nicht ganz fehlerfreien Angaben erhalten wurden, wird man in 
zusammengesetztem Fällen zu verfahren haben. In denjenigen Fäl- 
len, in welchen mittelst Dreiecken das Resultat gefunden wurde, 
wird es ohnehin, gemäss §.47, leicht seyn, die äusserste Fehler- 
gränze desselben zu erhalten. Doch kann man die Rechnung auch 
ganz direkt aufnehmen, ohne sich auf die Resultate de8§. 47zube-. 
rufen, was in den meisten Fällen leichter zum Endergebniss führt, 
wie wir nun an einigen der im sechsten Abschnitt behandelten Auf- 
gaben zeigen wollen. 

1 ) Nr. 3 in §.36. Seyen z/a, Jh, Ja, Jß, Jy die Fehler in a, b, afß,y; 
J\f Jy.die in den gesuchten Winkeln, endlich JOD der in CD, so 
hat man zunächst die Gleichungen: 
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X + y = y, a sin a sin 0? + y) =s b sin sin (« + x), (a) 

»ff. 41. 

welche natürlich noch richtig sind, Wenn man " 
X -|- //x, y + ^y, a -f - ^a,. ... für x, y, a, . . .^etzt, 
so dass 

x+^x + y-j-^y ^y+^y, (a+^a)(sina 

--|-cosaare^a)[sin(/?+y)-t-cofi(/?-|~y) 
(arc Jß + acc Jf)^ = (b + (»in ß 

+ COhßmJß) [sin (a + x) + cos (a + x) 
(arcy/a + arc )] . 

Multiplizirt man, vernachlässigt die Produkte der kleinen Grös- 
sen /ta.y arc . . . und beachtet obige Gieichimgen (a), so erhält 
man hieraus: 

^x+^y = ^y, ^a sin a sin (/^+y)+* cosaarc^asiD(/?-l-y) 
+ a sin a cos (/J .+ y) (arc 4? + arc Jy) = ^/b sin ß sin (« -j- x) ' 
-|- b cos arc ^ß sin (« + x) + b^in ßcos{a~\- x) (arc ^/«s, 

woraus J\ und ^/y za bestimmen sind. Da die erste diesÄ Glei- 
chungen auch heisst : 

' arc //x 4* arc = aic 
so geben dieselben : 

[a sm a cos (/9H~y)-hb sin/? cos (a-^x)] arc^x=2/asinasin(/}r|-y) 
^ are^a [a cos a sin 0*+y) — b 8in/9cos(iv-f-x)].-f-ftrc^/9 
[asin a cos (/? + y) — b cos ß sin (a -)~ ^ sin ßun (« -j- x) 
+ a sin a cos {ß + y) arc /ty, 
1 a sin a cos (ß + y) ~l~ ^ ß ^'O^ ~{~ I — — sin a 

sin (i^ + y) -f- Jh sin sin (« -j- x ) + \ b sin ß cos (a -f- x) 

— a cos a f^in {ß + y)] + arc Jß | b cos sin Ca + x) — _ 
•a sin a cos {ß + y)J + b sin cos (a -|~ ^) ^ 
Knn folgt aber aus (a) : ' 
a sin a cos (/? + y) +b sin ß cos (« + x ) = a sin of cos {ß + y j 
- , a sin a sin {ß -j- y ) cos (o^-)-^) 
sinf«-f--^) 

_ Leos + y) sin (« -H X) + sin (p? + y) cos (a + xjj 

öm(a + x) 

asin asin («H-z^+x+y) 'asinttsin(«-j"/g-f-y) 

8in(a+x) sinC«4"^) *' 
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• 8iiiacos(/?+y) — bco8/?8in(a + x) =üaBiiirtC08(/J+y) 

a siü a sin (ß y) cos/? a sin « [cos(j3-|'y)s^" — s\ü(ß-{-y)co&ß | 

siu^ . ~"- sinß 
= — a sin « sin y 

a cos a sin (ß+y) — ^ sin ßcos(a+x) = tL cos a sin (/? + y) 

a sin a sin (/? -|- y) cos (a ^ sin (/9 y) . 

8m(a-|-x) sinCa-ij-x) ' 

al80 hat man nach einigen sehr leichten Umforfnungen : 

^^jj^^^^ sin(/S-|- y)sin(a+x) //b sin(a-|-x)sin (/?-f"y) 
^ a * ^m(^a-\- ß-\-y) b &\n{a-\- ß -\-y ) 

+ . sinxsin (jS + y) sin y sin («-(-x) 

ose Ja • T—r — f— ^— j — ^ — arc Jß . — . — j— ^-j — : 
8maßin(«+P+y) sin/9sin(a+j5+y) 

^ 8in(ttH-x)*'^^(/^H"y) I ^ sin(«+x)8in(jg-f'y) ^ ^ ^ 

arc-<#y— ^ 8inC« + /^ + y) b 8W(a+ß + y) 

«^7^ + y) , sin ysin(« + x) 

8inasin(a + /3H-y) sin/Ssin(a-i-/34~/) 
/ cos(c< -hx)sin(/g + y) 

Die Linie CD = z wird aus der Gleichung 

z sin (a -|- z) = a sin a 
bestimmt, aas der wie so eben folgt: 

Jz sin (a4- x) -(- z cos (« + x) (arc Ja + arc Jx) = ^a sin « + 

a cos a arc Ja. 

Setzt man hier den Werth von arcJx aus (b), so ergiel^t sich: 

J^ r asin« _ z cotg (a + sin (ß -\- y ) sin (« ^) I 

a L8in(a+x) sin (a -f- jt? + y) X 

■ //b cotg (g + x). sin («+x) sin (/?-|-y ) 
^"Y 8in(a+iJ+y) 

. V — acosa , , / , x , zcotg(a4-x)8inxsin(/?+y)l 

— arc^al . . . ^ +zcotg(a+x)H . \ \ , ^ , ' i 

Lsin(a+x) ^ ^ 8ma8m{a-j-ß-\-y) J 

I .^.icütg(a + x)siny sin(a + x) 

-j- arc Jp . — 



— arc Jy 



sin ^sin {a-\-ß-\-y) 
z cotg (« -|~ x) sin (a -\- x) cos + y) 
sin (a+/»H-y) ' 
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z 

=s-r— . «0 



Setzt man a 6ina=:Z8m(a4-x), oder -7-7 — 7- \ — • 1 
hat man lüeraus 

Jz ^ cos (a -f- x) sin (ß -\- y) "1 , ^ cos («+ x) sin (^+y) 

z ~ a L ßm(a4~/^"f y) J b sin(a + /?+y) 

. r , , . , cotg(a + x)sinxsin(/9 + y) "1 



cos (a + x) cos (/g + y) 



welche Gleichung nach einigen leichten Umformungen auf die Form: 

Jz sin ja -j- x) cos (ß -{- y) . Jb cos (a -\- x) sin (ß -\- y) 



sin X cos (ß-\-y) 



+ tLYcJß 



sin y cos (a-f-x) 



sin «sin (a+jJ+y) ' sin /S sin (a+/?+y) 

gebracht wird. Die Formeln (b) und (c) zeigen, dass man sich hfl- 

ten müsse s\n(a-\-ß-\~y) klein, also a-\-ß-\-Y nahe an 1 80*^ oder 
360^ zu wählen. Am besten wird man a -{- ß y nahe an 270° 
wählen, und zwar, wenn thunlich., a, y, jeden nahe an 90^ (Die 
Formeln (b) und (c) sind vollkommen symmetrisch gebaut, was 
immerhin ein Anzeichen ihrer Bichtigkeit ist). ' 

2) Nr. 6 in §.36. Nehmen wir an, a, b, C seyen fehlerlos, so 
hat man: 

iif.ia 




bsinnsinx = asinmsiny, x-(-y = /^ — (m-j-n), 
WO/? entweder = 360° — C oder = G ist. Hieraas folgt in obiger Weise : 
b cos n sin X arc i#n b sin n cosz arc A = a cos m sin y arc ^m 

a sin m cos y arc ^y , 
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SLTC Jx ~\- SLYC Jy = — arc//m — arcJn, 
aus welchen Gleichuogen axcJx, arc^y, oder Jx, Jy zu bestimmeii 
fiind. (Denkt man sich beide Gleichungen nut »^0,60 ^^^^ 

... . 180.60 ,60 . . ' ... 

phzirt, so ist ^ arc Jn = Jn u. s. w., so dass man in bei- 

den Gleichungen anch^m, Jn, Jx, Jy für arc^m, .... setzen könnte; 
doch wird es wegen des Nachfolgendec bequemer seyn» obige Form 
beizabehalten), Man zieht daraus: 

(b sin n cos z -|- a sin m cos y) arc^z = (a cos m sin y — a sin mcos y) 

arc Jm — (b cos n sin x -f- a sin m cos y) arc Jn, 
(b sin n cos X -|- a sin m cos y) arc Jy= — (b sin n cos x-|-a cos m sin y ) 
' arc Jm -|- (b cos n sin z — b sin n cos z) arc Jn, 
' d. h. 

asuim8in(z+y) . . . . . a8inmsin(y+n) 

r-^ — !-i^arc-^x= a sin( y ~ra)arc-</m . ' — ■'^arc^n, 

smz ^ «mn 

asinmBin(x-i-y) . 8iny8in(m+x) 

r-i^ — i-4^arc^y = — a — - — — ■ — ^arc^m 

smz«» ' smx 

-f-bsin(x — njarc^/n, 

d. h. . sin X sin (v — m) . sin x sin ( v -j- n) 

are^z= r-p — ■, — ^arc-^ ; . / — iaxcJa, 

sin m sm (x + y) sm n sin (x -f- y) 

sinysin(m4-x) ^ . sinysin(x — n) 

aiCü/y = . . > — — i arc Jm — . . ; — ; — ( axcJn, 

^ 8mmsm(z-t-y) Bmnsm(z-{-y) 

Sey nunmehr 

CD-=u,AI>=v, DB = w, 

so hat man: 

nsinm=bsinz, vsinm = bsin(m4-x), wsinn = asin(n+y). 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Ja sin m + " cos ra arc Jm = b cos x arc Jx, Jv sin m -|- vcos m arc Jm 

= b cos (m + x) (arc^m-j-arc<*/x), Jw sin n-j-w cos n arc Ja 

= acos (n + y) (arc + arc Jy), 

also wem man die Werthe von arc^z, arc^y benutzt: 

^ . rbco8zsinxsin(y — m) "1 

^ttsmm=| ; , - — - — ucosm larc^m 

L 8inmsra(x + y) J 

b sin X cos X sin (y + n) 

: 7—7 — p—T — axeJUf 

sinnsin(x-J-yj 

oder da -r^ = bsinx=usinm: 
sm m Sinz 
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[co8Z8tn(y — m) 1 . 

sin(x-j-y) J 
sin m cos x sin (y -f- n ) 



sin n sin (x -j- y) 
J\i cos V sin (x + m) . C08X8ra(y + n) . 
n smm sm (z -f* y) sinn sm y) 

sin m - - arc cos (m -|- x) — ^' cos ni 

. bco8(>n+^)*^°^^'P(y — ^)~\ b cos(m-f'X)8inx8in(y-|-n) ^^^^^^ 

' 8Uini8in(x-|-y) J 8iiin8in(x+y) 



oder da b = 



V8inm 



sin (m + x) * 
— 81001 = arc 



, ^ r siDmcos(m-(-x) 

L sin(m-|-x) 



V 



, cos(m-|-x)siiixsin(y — m)~| 

— €08 mH ~f — i — ^ . / — r — X — I 

sin (m-|-x)sin (x -J-y) -* 

81001 cos (m H- x) sin X sin (y + n) 

; ^ / , ^ . -r-k—^ arc Jn 

8m o sm (m 4" 810 X 4~ y) 

>#ni f cos (m + x) 810 (y — m) — sin Cx + y) -] 

arc ^m l r-* — r-7 — ; — r- 7—7 — ; — v I sm x 

l_ 810 m 8in (m+x) sm (x + y ) J 

cos (ni + x) sin x sin (y + n) 

— arc^n . -;; — j — >, . . — t — ^• 

sm n sm (m -|- x) sm (x -\- y) 

^ . .«.^ acos (n + y) sin y sin (m +y) 
^w8100=- arC^ni.— — : : — ; ; r 

8mmsin(x-|-y) 

j Y / ( \ , ac08(o+y)8inysin(x — n)"! 

H-arc^n I acos(n4-y) — wcosn-i , , ^ , — r 1» 

' . L ' ' 8mo8mix4-T) J 



oder da a = 



8Üi08io(x-|-y) 

wsini^ 



810 (o+y)* 



Ay{ . > n sin ( m x) ms (n -|- y) sin y 

— smD = — arc<iäfm. ; 7—7 — , ^ ■ / — t~\ — 

w 8mm8iD(x-|-y)sm(n-t;.y) 

, ^ rsinncos(n4-y) 1 cos(n+y)sinysin(x — u)"l 

+arc-</n 1 — . . \ CO8O+ — . , , — r-T-7 — ; — ~ I, 

' L sm(n-j-y) ' sm(n + y)sm(x + y) J 

. sin (m + x) sin y cos (n + y) 

— = — arc^m.— ; . . , — r-r-7 — ; — r 

w sm m sm (n + y) sm (x -j- y) 

^^^^^ r cos (n + y) sin (x — n) — sin (x + y) "! 

' L 8üiQ8m(o4~y)8io(z+y) J* . 

Au8 den Ausdrücken für ^x, ^y, — , ~, — (wozu die drei 

' V n w 
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enteil genfigen) ecUiesst man niin, daes man m nnd n nicht gar sn 
klein nelmien darf flbr den Fall der ersten od6r zweiten Figar, mid 

nicht zu nahe an 180' fiir den der dritten, da sonst sin m, sin n CT 
klein ausfallen; sodann darf nicht x-}-y für die erste Figur nahe an 
180" seyn, da sonst sin (x-j-y) nahe an 0 wäre; wäre aber x + y 
— 180°, so läge D in dem Umfang defi um ABC beschriebenen 
Kreises, dem man also nicht zu nahe kommen darf. Für die zweite 
Figur darf nicht x+y nahe an 0, d. h. nicht m+ » nahe an G seyn, 
da hier übrigens x nnd y immer ziemlich klein seyn werden, wenn 
G es ist, so wird man nnr dann diesen Fall vortheilhaft anwenden, 
wenn C bedeutend stumpf ist, und allerdings am besten, wenn C — 
(m -f- n) = 90°, da dann sin (x + v) = 1» also seinen grössten Werth 
erlangt. Im dritten Falle wird immer m + n > 180°, also x -)- y 
nicht nahe an 180° seyn, es müsste denn C sehr klein, nnd D 
nahe an AB seyn, was man vermeiden wird. Die so eben ange- 
gebenen Regeln sind, wie das behandelte Problem selbst» ffir die 
Praxis sehr wichtig. 

3) Nr. 12 in §. 37. Ist CD = x, so hat man 

xcosysin(« — /?) ^^asinasin^ö, ^ li».ef. 

woraus folgt:** ^ 
Jx.cosysin(a — ß) — x sin y sin (« — ß) axcJy 

-|- X cos y cos (« — ß) (arc Ja — arc Jß) 
= ^a sin a eia fi -\' A etM a sia ß KC Ja 
, a sin CK eoBßarcJß, 

also 

Js. Qua y sin (« — ß) ~ sin a sin /5 -f~ ^rcJa 
(_acosai>in^ — xcosycos (a — ß)} 

* AehnKche Regeln, wie die so eben aufgestellte, hat man aus der Betrachtung 
des sogenannten Fehlerdreiecks abgeleitet. Die von ans gegebene Ableitung ist 
jedoch allgemeiner und leichter za überschauen. 

** Ei ist aioht tfllnrer, aUgemeine Regeln snfsiutelleii» naeh denen diese BD» 
dnnfnreiM volliogen «bd. Hat man nimlidi dai Ptodnkk x dos y »in (a — ß), so 
iatsa setsonfllr z : x-^Ax, lür eos y : cos y — sin y aro Jy, für sin (a — ß):sin(a — ß) 
-^CM(a^ß) (are Ja — aro Jß)t Unit man diosa und TomaeUllssigt die Produkte 
der Felller, so eiliilt man 

z 00« y du (« — ^) eoe 7 sin <a — ^) — z rin y sin(a — fi) anJf^ttMj 
, eos(a~/9)(areJa»an4l^, 
und die anf z eoe y sin folgende GrSsse istdieAendernngvonzcosytin 



D 
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= xcosy6m(a —ß) harc^al * ^ 

I — xcos/co8(a — ß)~^ 

Vx cos ysin (a — ß) cns ^ 





4-arc 



-j-xcosycos 



sin/? 

z/x i/a . sin/? 



— = — — 9,rc Ja . 
z a 



Bina 



sinasin (a — /») ^'^^^ ' sin^sin (a — ß) 

-\-arcJytgY- 

Es soll also a — ß nicht zu klein seyn, was darauf zuiückkommt, 
a nicht zu klein zu wählen; da arc^y wohl grösser alsarc/Zcc, arcJß 
»eyn vdrd, y aber klein, also tgy ebenfalls klein ist, so wird sellwt 

ein Ji>eträchtlicher Fehler in y keinen allzugrossen Einflass anafiben. 

sin et sin 8 

Da immer a > also -7—^ > 1, -r-^ < 1, so wird man namentlich 

sm/7 sina 

den Winkel/? mit grosser Genaoigkeit za messen haben; das Haupt- 
gewicht Jedoch wird im Allgemeinen anf die genaue Messnng von a 

m legen seyn. 

4) Nr. 13 in §. 37. Ist wieder AB = x,' so hat man 
X sin (y -j- ^) cos jff cos — a cos a sin ^ Iif.<a 
sin(ß-ß'), 

woraus folgt: 

Jx sin (y + d) eo& ß cos ß' + 
xeos (y-|-^) cos ß eoBß*(aicJf+ 
9xeJS) — X sin (y + <f) sin cos ß' ^ 

arc Jß — X sin (y + S) cos ß sin ß* 

arc Jß' = 
Ja cos a sin (5 sin (/5 — ß') — & sin a 

sin <y sin (ß — ß') arc Ja-\-a. cos ce 

sin Jcos (/? — ß^) (ßxcJß — arc^/^)-f-acosacos^sin(/9 — ß'^zxcJi^ 
Jxm(y'^d)caBßco8ß'^Js,eMatm6ain(ß — ß*) — nxcJa, 

• « 

wllirand Jk,^Biiiyiie4r* ^('— ^(m^ — 9nJ0^ dia AiadcniBgen vom, 
Mt 7, sin (a — ß) sind. Diess bea«lit«t» ahllt inaii Ar die Büdnig dn Aendennig 
efaMS Fiodakts folgende Regel : 

Man moltipliiire die Aendenuig jedes einzelnen Faktors mit dem Produkte aller 
übiigen Faktoren» «nd die w eiiialtenen Grflesen Mumnire man sodann. 

nienrer, Am» TadroiMwM«. 18 




Digilized by Google 



194 Kenntw Atechiiitl. 

a sin « sin d sin (ß—ß') -|- arc Jfi [x sin (y+rf ) &inßco6fi'-j-SLC0Ba 

+ arc Jß' [x sin (y + cos /? sin /?' — a cos « sin dcos(ß — ß*)} 

— arc^,xcos(y + ^)cos/Jco8/?' 

+ arc JS [acos a cos ^ sin (/? — /?') — x cos (y + tf) cos ß cos 

woraus, da xsin (y+<y)cos//cos/J' , ' 

A _ _ 

COS « sin 6 sin (/? — ß') 

ist, loiclit fol^'t: 

— = arc Ja, ig a-\-a,vcJß . 



X a e I r cos/JsinC/J — /^') 

-^atcJß' — 217^^73 — — — arc^ycotg(y+^)+arp^(J. . . . ^ . 

Also soll, wenn ß und ß* nicht äusserst scharf gemessen sind, 
ß — ß* nicht ta klein werden, da sonst der Kenner sin (ß — ß') nahe 
an 0 k^mmt; da a, also ancb tg a klein ist, so wird ein Fehler in 

a keinen gar grossen Einfluss ausüben; die Summe y -f~ ^ soU nicht 

nahe an 180° gehen, da sonst cotg (y + iJ) und - ,V sehr gross 

sm(y-f-o) 

würden. Alles kömmt also darauf zurück , die Standlinie CD nicht 
gar zu weit von AB und auch nicht gar zu klein zu machen, da sonst 
y-|-(lnahe an ISO'* und ßr—ß' nahe an 0 käme. 

Far/?' = Ohatman: 
Jx Ja j ^ i 2axcJß . w I 4\ I arc^Wsiny 

ist auch zugleich noch a = 0: 

J\ Ja , 2aYQ jß . ^ / I »v I arc ^(5 sin y 

X a sin2/S # oy# • , 1 smdsm(y + d) 

5) Als weiteres Beispiel wollen wir das in §. 40 zuerst berech- 
nete wählen. Man hat dort, wenn man statt der abgekürzten For- 
mel (37') die genauere (37) beachtet: 

. scosl z-\ — C 1 

*"*sin(y + jy ^-r^»^*= sin[z + (k— 1)CJ 
_ ssinf/g— kC + lC] _ 18Q.60.60 
~ cosL^ — kC + CJ n ' . 

d. h. 

8.8in (y+#)=asina, C=^, x cos(iJ— kC+C)=8.85n(/?— kC+JC). 



Digilized by Google 



EiniQU der>Beob«ehtimgifiBlal0tf Mf di« Baraltil«. 195 

Hieraus folgt: 

. sin (yh^) "f* ^ cos (/+ ^) ^^^^ 4~ = sin ^ 

*/s s 

-|- a cos 6 arc Jö^ arc = ~, arc C = — , 

r r 

cos (/? — kC + C ) — X sin 0? — kC + C) (arc Jß-\i arc 

- — arc C'^k ^C) 

=^s sin (/9-kC +^ C )+s cos — kC+iC)(arc4?— karc^C 
— arcC^ + ^arc^C), 
wovon die letzte Gleichung auch heisst: 

cos 0? — kC + C) = arc [x sin — kC -I- C) + s cos (/? — kC 

+4 C)] -J)L \^ sin - kC + C) 4- ^cos tf-kC +iC)] 

+ Jfi \%m 0? — kC +iC) — y cos — kC+i C) + J^-cos 

(jj — kC + 1 C) — — sin {ß—\iQ + C) + -sin (/? — kC + C)l, 

r r J 

worin aber 

xsin(/?— kC+C)+8cos(/?— kC+iO 

= x[sinO?-.kC + C) + ^-^^^cosO?-kC+iC)] 

COSfC X in 1 

= X . . — , I , = . — rn^rrn\^ wenncosf u = i, 
^ sin (ß - kC +C)+yCOB 08 — kCH-4C) = -[xsin (/^—kC+C) 



xs 



+8C08(i8— kC4-iC)J =-T--7^— TTT-rTTTv 

rsinO? — kC+iC) 

Ferner ist 

^s sin = ^a sin ^ — arc . s cos (/ 4~ (acos^ 

— sco8ry+*)) 

sin y 

=:-«:/a sin^ — arc<^y .scos(y + ^)4"arc^<f . s 

woraus 

— ^ = — — arc cot« (y + ^) + arc > f"^ , 
s a # I ✓ I Smd8in(y + <^) 

Setzt man diess in den Werth von ^xcos {ß — • kC + C), so er- 
hält man: 

Äcostf --kC +C) = -^^ITkc+^-c) - rsin(/9-kC+4C) 

13» 
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[ 



[^^ft III "1 



s.sinO?— kC+lO— (k— l)^os(i?— kC+iO— (k— l)j 

sm(/?-kC + C)], 



X sin iß — kC + } C) cos — kC + C) 
ifk.s . 

— rsin (/? — kC +iC) cos — kC + C) 

+ f— — arc^cotg(y4-a)+arc-^rf ^ , 
• La ' ' ^ ' bm(Jsm(y4-^)J 

[l-(k-i)7C0tg(iJ-kC+lC)^(k-l)^tg(/?-.kC+C)]. 

Setzt man hier näherungsweise 
sin 0? — kC + i C) cos (/? — kC + C) = sin {ß — kC) cos iß — kC) 

=48iii(2/J-2kC).i=0, 

r 

so erhält man 

welche Formel ganz der letzten in Nr. 4 entspricht, nnd nach wel- 
cher wir rechnen wollen. 

Sey2adem£nde^/9=20^ ^ = 0*00009, M=. V\ Jf^ T'» 

— kC = 1M7' 42", 2 /9 — 2 kC = 2*35' 24", y = 55°33' 19", 
6 = 122° 32' 15", y + = 178° 5' 34". 

Iog2=:0-30103 logarcl"= 4-68557 

logarc 20" = 5*98660 logcotg iy+d) == ll-47756(-) 
Elog8in(2/y—2kC) = 1-34597 . 016313-4 

0'63360— 3 

-^4^^4^ = 0 0043013 -a«^ycotg(rM)=0-0001466 

logarcl'' = 4*68557 
log siny = 9*91627 
Elogsina = 0-07414 
E log sin (y + 6) = 1-47780 

0 1637Ö— 4 

arc^/Jsiny ^^a^,^«- 
. > ■ . = 0-0001426 
sind sin (y+o) 
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also ^«,o-0043ül3 -f 0*0000900 + 0-000145G + 0*0001425 

= 0-0046794, 

d. h. A = 0-0046794 . X = 0*0046794 . 1661-47 = 771, , 
so dass also x höchstens um 8 Foss gefehlt Ist 

6) Wir haben in den vorstehenden Beispielen meist den dhrekten 

Weg der Berechnung der Fehler eingeschlagen, ohne uns an die 
Formeln des §. 47 zu halten. Es versteht sich ganz von selbst, dass 
wenu maa nach den Vorschriften des §. 47 verfahrt , man ganz zu 
denselben Hesultaten gelangen wird. 
Da es jedoch nicht ganz vergeblich k 
seyn dfirfte, an einem Beispiele znzei- \ 
gen, wie man dabei zu verfahren hat, . 
wollen wir das oben in Nr. 4 berech- 
nete Beispiel nochmals vornehmen. Es 
bezieht sich dasselbe auf Kr. 13 in 

§.37. Die dabei vorkommenden Drei- ^'L---.^^\ 
ecke sind: **'*^-Z;^^~:; 

DC£, worin gemessen sind CD = a, 

DGE = a, und genau bekanntistDEO = 90^ 
A'GE, worin b^annt sind GE a cos A'CE = y, A'EC = S, 

'w>r^AÄ A Ar^ a COS« sin ^ -r^r-, A 4 /. . 

BOA', n n r, A'C = -^--r^, BGA' = /?, und 

tehlerfreiBA'C = 90", 

AGA', worin bekannt sind A'G = ^ f ^ ""'"'J AGA' = ß*, und 

fehlerfrei AxVC = 90^ 
In den Formeln (b') des §. 47 ist das dortige c = CD (= a), 
C = 90^ ./C = 0, a = CE, also 

^CE = — ^a + DE arc ^CDE, arc Ja + arc ^CDE = 0, arc ^CDE 

ft 

= T-arc^a, 
also JCE SS cos a ^a — a sin o arc Ja, 

In denselben Formeln ist weiter (wegen A'GE) : c=G£ (= acoso), 

A^y, Br^a, b = CA', 
also 

^C A' 1^ . ^CE + ^j^;-^ arc J6 - A'G cotg (y + i) McJy, 
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a cos a sin cos (y -|- 
r-jT — r-jT ai c Jy 

sin^ ^ asiniiEBin^ ^ , acosasiny 

aco6«sin(5oos(y f-(J) . 

In BCA' hat man nun wieder nach denselben ForinelD: c = A'C, 
A = A B=;=90°, ^ = 0, a = A'B. 

A'C ' oos/J 

= tg/?^CA' + ^arc45( 

sinJt'^/i . asinasin^ t"/? • * 
sin(y-j-d) sin(y-|-o) 

, acosofsiuytg^ ^, acos« sin 8 cos (y + ^) tg/^ 

8in'(y+d) sm^^y + ö) 

ac')s«sin(y 

~r ~r-7 — j— TT arc . 

Äin(y+^)co8^/? 

In ACA' ist eben so c = A'C, A = B = 90®, ^ =^ o, 

C = 90*» ~ A'A = a ; also 

A'C • ~cos/?' ^ 

sin^cosat^/?' ^ asinasin JtgiS' . , acos«sinytg;?' ^- 

= — w — i . . . fv — Site Ja-j . 2/ i arc^J 

sm(y+o) sin(y+ö) sm*(y+o) 

acosgsipd' cos( y+d) tg/?' acos«8in<y 

SPTTT^) "•'''^^"^sin(y + ^)cosV' ^* 
Die Subtraktion beider Resultate (^A'B — JAA') gibt die For- 
mel in Nr, 4, wenn man beachtet, dass: 

cob « sin St<:ß sin S cos atgß' A'li A^V. x\B 

sm(y -{-S) sin(y-f-Vy) a a a * 

asinosind tg/g , asin«sinrftg/g' [" acosgsin^tg/:? 

8in(y+^)""^ Binir+S) -"^^''"1 8in(d+y) 

a Cosa sin ^tgi^'l 

; , t vt I = " AB .tg«, 

sm (y + *j) J 
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SLCoaai^iuytgß a cos a sin tg siiiy AH 

acoflttsin Jcos (y-|-<^)tgj? . acosasin Jcos(y4"^)^/^^ * 

sinUy+d) 8inHy4-^) 

8in(y + <y) 

80 wie dass 

a cos« sin ^ a cos a sin (5 tg /rf 1 —.ah ^ 



sin(y-(-(y^cos'p? sin(y-J"4J ainßco&ß fi\nßco&ß 

-AllTl I ^^^1 ^ -AR Fl I \ 
^ L ' ^ AB J 8in Ä cos ~ t« Ä — tÄ J sin Ä c 



\ßcQ8ß L ' tg/?'JsiniScos/? 



tgß — tgß'' sinß cos * cos sin (/? — 

a cos« sin ^ I A'B ,~1 1 



siiily + djcus'/j- Lab -Jsin/S'cos/K' 

Lteä — titS- Jsiüä'i 



AB. ^»^"^ ' 



^Sß — ^Sß' J sin/?'cosj^' tgß — t^ß' smß'cosß' 

cos/? 

"^'^^^ cosiJ'sinO? — /?')* - 
Diese Beispiele dürften zar Erläuterung vollkommen hinreichen. 



Zehuter Abs^cliiiiil« 

y«n Intaipoliron. Btmtttwng lelmitolligar LogarithiHwiitefahi. 

§.49. 

■ Wir haben in uiisern seitherigen Kechnungen nie mehr als sie- 
benstellige Logarithmentafeln vorausgesetzt, da dieselben wohl für 
die meisten Zwecke unbedingt genügen. Bei manchen sehr genauen 
Kechnnngen jedoch bedarf es mehrstelliger Tatein, namentlich der 
zehnstelligen, wie sie z. B. der „Thesaurus Logarithmomm comple-' 
tu8** von y ega (auch mit dem deutschen Titel: Vollständige Samm- 
lung grösserer logarithmisch-trigonometrischer Tafeln. Leipzig. 
1794) enthält. Wir wollen desswegen hier zum Schlüsse den Ge- 
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brauch solcher Tafeln kurz erörtern, müssen aber vorher die für die 
Praxis äusserst wichtige Interpolationsmethode auseinander setzen. 
Wir greifen dadurch allerdings in das Gebiet der Analysis über; 
bei dem fortwAhrenden äebraneli der Interpolationen in der Trigo- 
nometrie wird man jedoch diese Abschweiftmg nicht ganz ungerecht- 
fertigt finden. 

Wir wollen uns denken, y sey eine Grösse, deren Werth be- 
dingt ist dufch den Werth einer andern Grösse x, welcli letztere 
willkührliche Werthe annehmen kann (sey z. B. y 5= sin x, log cos x 
u. s. w/); wollen ferner annehmen, man wisse, dass wenn x die 
Werthe x^, x,, x^, .... habe, dann y die Werthe y^, y^, 7,, .... an- 
nehme, wo also x«, x,, X,, ebensowieyi, y,, y, bekannte 

Zahlen sind, nnd man wünscht nnn durch ein einfaches, möglichst 
genaues Verfahren, denjenigen Werth von y zn erfkhren, der einem 
zwischen x^^ x., ... liegenden Werthe von x zugehört. Wählen 
wir ein Beispiel, so hat man, wenn y = log sin x für 

X = 16'*20' : y = 9-4490540, 

x= 16°21':y:=: 9-4494849, 

X =s : y = 9*4499153, 

X =s 16«23' : y = 9*4503452, 
und man will nun etwa y f&r x = 16^0'35" hieraus ermitteln. Wir 
haben das einschlägliche Verfahren bereits in §. 15 angegeben, wol- 
len aber hier näher :iuf die Sache eingehen. 

Wäre y eine solche Grösse ausgedrückt durch x (d. h. eine 
. solche Funktion von x), dass ihr Werth sich leicht berechnen 
liesse, x mag seyn, was es will, so wäre die Aufgabe natürlich bald 

- erledigt, indem man eben durch ganz direkte Rechnung den be- 
• treffenden Werth von y suchen wfirde, wobei man sich also keines- 
wegs um die bekannten Werthe zu kümmern hätte. .Diess ist aber 
natürlich nicht der Fall , wenn das Interjiolationsverfahren ange-- 
wendet Averden muss, da man dasselbe ja gerade desslialb nöthig 
hat, weil eine leichte und bequeme Berechnung von y nicht anders 
geihnden werden kann. Eine direkte und meistens leichte Berech- 
nung lassen aber nur Grössen (Funktionen) von der Form 

a-|-bx-|-cx'+dx*-|-.... (a) 
zn, in denen a, b, c, d, ... bekannte Zahlen bedeuten, da die ein- 
zelnen Potenzen durch Multiplicationeu immer leicht zu erhalten 

« 
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sind. Man wird sich also die Frage stellen, kann mau nicht etwa 
y unter die Form (a) bringeo» d. h. als eine Funktion vpn x betrach- 
ten, die nacb positiven ganzen Potenzen von x fortschreitet? 

Wir wollen nun annehmen, die Orössen X| , , seyen 
steigend geordnet,' d. h. x, > , x, > x, , . . der Anzahl nach ihrer 
n, so ist wohl von selbst klar, dass wenn eine Grösse 

y=a + bx + cx* + dx'+ (b) ^ 

so beschaffen ist, dass sie für x = x, gibt v = yj ; für x = x, u.s. w., 
man berechtigt seyu werde, anzunehmen, dieselbe liefere die Werthe 
von y für Werthe von x , die zwischen obigen Werthen liegen* Weiss 
man von y weiter Kichts, als dass fftr x = x^, X|, . • ., x.» y zu y« , 
ys» •••» 7a "^f^^ so mnss man diese Annahme offenbar gelten lassen;» 
kennt man dagegen im Allgemeinen y, wie diess gerade bei uns der 
Fall ist, wo z. 13. y = sin x, oder log tg xu. s.w., so wird man jene 
, Annahme unter der Einsclirankung gelten lassen, dass y innerhalb 
der Werthe x^Xj, .. ., x„ im Allgemeinen stetig verlaufe, d. h. sich 
nur am Weniges ändert, wenn auch x sich um wenig ändert, so wie 
dass die Grössen x« , x, x„ nahe genug an einander gewählt wer- 
den, damit die Grossen yt, ya» ••••»y» nicht bedeatend von einander 
^verschieden sin'9. 

Diess vorausgesetzt, ist es aber nicht schwer, die Fonktibn (b) 
- zu bestimmen. Sind nämlich n Werthe von y, die zun Werthen 
von X gehören, gegeben, so setze man: 

y = a + bx + cx' + dx' + .... + kx"-', (c) 
wo a, b, . . . ., k noch unbestimmte Koeffizienten bedeuten. Alsdann 
muss man haben : 

y,=a+bx,+cx,»4.dx.»+...-f.kx.-^ J 
=a-f-bx2 +cxj^ + dx2 '+... + kx2"~', f 

• • • • I 

y„=a + bx,. + cx,.' + dx,'-f... + kx,r'. / 
aus welclieii n Gieicluiiigon sich die n Unbekannten a, b, c, d, 
k ganz unzweideutig bestimmen lassen. Man kennt also jetzt die 
Grösse (c) und für jeden zwischen X| und x„ liegenden Werth von x 
wird sich daraus d<inn der zugehörige Werth von y ergeben. Wir 
wollen auf dieses Verfahren hier nicht weiter ejngehen , da es für 
uns im Augenblicke von wenigem Interesse ist, sondern sogleich zu 
dem etwas speziellem Falle übergehen, da die Grössen x^, x^,..., Xu 
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alle gleich weit von einander abstehen, d.h. da — X| = x, -^i, 
SS .... =r X.-— ist. Heisst diese sich gleich bleibende Differena 

h, 80 hat man also für x die Werthe: 

x,,.\, +h,x^ +2h, — l)h, (e) 

während y^die Werthe 

yi.yiOs» ..y. (c) 

zogehdren. . Bilden vir nan die Difierenien — YtiVt ^ y«> • • • •» 
y. — y>.i, 80 sollen diese die ersten Differenzen der Reihe (e') 
heissen, und durch 

Jy^ , ^y.. , Jy, Jy^_i (e") 

bezeichnet werden , wo also J\\ = )\ — y, , Jy^ = y, — y_, , , 

^Yn^i ~yn — yn-i ist. Eben so sollen die Unterschiede Jy.^ ^y^, 
Jy^ — -d/y, , . . . Jyn-i — //y durch 

bezeichnet werden, und die zweiten Differenzen der Reihe (e') 

heissen. Die Grrdssen J^j^ — ^'y, , J*y^ — ^'y, ^*y»-t 

' — ^V»-» sollen durch 

^Vt»^'y,,....,./V,;_3 (e*) 

bezeichnet weiden, und die vierten Differenzen der Ueiiie (e') 
heissen u. s. w. 

Nun behaupte ich zunächst, dass wenn yi , ys, y» die Werthe von 
y;shid, wie sie aus (c) folgen, wenn man z = jq, X| -|- h, -f - ^ h,...., 
Xt (° — 1) ^ setzt, nothwendig die n*~ Differenzen der Reihe (e') . 
Null seyn werden. Wir wollen den Beweis nur für den Fall führen, 
dass n = 4 ist; man wird daraus schon ersehen, dass der Satz ganz 
allgemein gilt. Sey also 

y = a4-hx-[~C'^^+ tlx^ 

so hat man 

yj =a + bx, +c.r, ' + dx, \ 

y, =a+b{xi+h)H-c(xi+h)'+d(x,-|-h)*=a+bh+ch' 
+dh»-f Xj (b+2ch+3dh»)+Xi*(c+3dh)+x/.d, 

y, =a + b(x, + 2h)+c(x, + 2h)'+d(x,H-2h)*=:a+b.2h 
+c.4h'+d.8h'+x,(b + 2c.2h + 3d.4h')+x.^(c 

H-:i(].2h)H-x, M, 
— a-hb(x, +:ih)4-c(.\, -|-;jh)'-f d(xH .'Jh)'=a-|-i'.'^h 
-Hr..9h'-hd.27h^-J-x,(b+2c.3h+3d.9h')+.\4'(c 
+ 3d.3h) + Xt'd. • 
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Hieraus folgt: 



Jy^ =bh + ch^+dli' + x, (2ch + 3dh^) + x,V3dh), 
^y,=:bh+3ch'+7dh»+Xj(2ch+3d.3h0+XiH3d.h), 
Jy^ =bhH-6c.h»-fl9dh»+Xi (2ch+3d.öh*)+x, *(3dh), 
Jj^ =bh+rch»+3rdh' + xi (2ch+3d.7h')+x, H3dh), 

' • • • • 

t 

J^)\ =2cIi' + 6clh' + Xi (3d.2h*), 
J\ = 2ch^+ 12dh^-f-Xi (3d.2h2), 

^V«=2ch*+18dh»H-Xi(3d.2h'), 
i/V* = 2ch*-j-24dh*+X|(3d.2h*), 



Umgekehrt wird man schliesseu, dass wenn die vierten Dif- 

ferenzeu der Grössen (t^') Null sind, man wird 



setzen können. In den meisten Fällen, in denen das Interpolations- 
verfahren angewendet wird, wird man aber diese Voraussetzung 
machen dürfen , und wir wollen nun, indem wir annehmen, dass die 
vierten Differenzen der Null gleich zu achten seyen, a, b, c, d za • 
bestimmen sacben. Da aber das Resultat in der Form (0 ^ ui^- 
sere Rechnung nicht ganz bequem ist, >f ollen wir setzen : 

y=.A+13 (x-x.) + C (X (x-:i, -b) +D (x-xj 

■(x — X| — h)(x — Xi — 2 hj. 

Alsdann hat man : 

för x = Xj : y, = A, 

x = x, +h:y2 = A + Bli, 

x^x, -t-2h:y3 = A + 2Bh4- 2 C h', 

x = Xi+i^li-*y4=A-f ^lili + öCh* + 6i)h». 

Hieraus: 

^y^=Bh,-^y,=Bh+2Ch»,^v, = Bir+4Ch«+6Dh» 

^Vt = 2Ch«,^'y» = 2Ch»+6bh', 
^»yi— 6Dh', 
d. Ii. man hat unmittelbar: 




6dh*, 
6dh^ 



y = a + I ) X 4- c x ^ + (Ix ' ( t ) 
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folglich 



■ (3t — 3Lj(x-^3t.— h)(x— X^-~2h) 

H ^ 



(g) 



aus welcher Fomel nun, unter obigen Voranssetzongen, für einen 
Werth von z der zagehdrige Werth von y berechnet werden kann. 
Der Werth von x soll aber nicht anter nnd nicht fiber 3 h 

liegen ; In der Regel wird er zwischen x, und x, -f - h liegen ; dann wird 



(x — xj (x — x^ — h)(x — Xt — 2 h) 

6h' 



<1, 



also dann das letzte Glied in (g) schon meistens wegfallen.. 

Man abersieht leicht,^ in welcher Weise man verfahren mfisse, 

wenn die Formel (g) mehr Glieder enthalten sollte, nnd dass das nächste 

Xx — X J (x — x^ — h) (x — X, -~ 2 h) (x — X, — 3h) . 

24h* yiU. S.W.- 

wäre. Wenn x zwischen x, und x^ + werden diese Grössen 

sehr klein; wäre x weit von x, entfernt, so könnte, obgleich ^/*y^ 
klein ist, dieses Glied doch beträchtlich werden, indem dann der 
Koeffizient von J*y^ einen bedeutenden Werth hätte. Daher rührt , 
es, dass man x zwischen x^ nnd x^ 4~ ^ einschränkt. Stellen wjr 
die hier nbthigen Grössen tiJ)ellari8ch znsammen, so haben wir fol- 
gende Uebersicht: 



X = 


y = 


1. Differenzen. 


2. Differenzen. 


3. Differenz. 




yt 
yz 
ys 
y» 


-^y« = y«— y». 

* 




j»yt = ^*y.--^'yt 

« 



« y=yt+ 



X 



+ 



- h)(x 



(x — x,)(x— x^—h) 

2 h) 



2h 



6h' 



X "~~ X 

Hezeiclinet mau die Gröbse ' — r — ^ durch a, 60 kann man die 



Formel (g) auch schreiben^ 
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, . , g(g--l ) , a(a — l)( g — 2 ) , 

. y=yi+«^yiH — ^ — ^ ^Vt. 

und wenn man» behufs bequemerer Rechnong setzt: 

SO hat man y=yj-(-aB, (g") 

Darf man schon vemaehlftssigen, so hat man: 

i-j^ = «, B = ^y, + ^ y = ) . + «B. 

§. 50. 

Wir wollen für jetzt von den wichtigen Formeln des §. 49 nur 
einen Gebranch machen, den nämlich auf die Benützung von zehn- 
stelligen Logarithmentafeln, wobei wir die schon oben angeführten 
Vega'schen im Auge haben. Dieselben geben direkt die Logarith- - 

men aller fünfstelligen ganzen Zahlen, so wie die Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen von Sekunde zu Sekunde für die zwei 
ersten (und letzten) Grade, und von 10 zu 10 Sekunden für die übri- 
gen Grade des Quadranten. Mehr als zweite Differenzen verlangt 
Vega nicht. Wir wollen nun an Beispielen die Benützung solcher 
Tafeln angeben. 

1) Sey log 26947*3282 

zu suchen. 

log 25947 = 4-4140871518 

log 25948 = 4-4141038893 Tifiiroß? " ^ 

log 25949 = 4-4141206260 *67367 

(Die ersten Differenzen sind in den Tafeln angegeben). Hier ist 

h = 1, X — = 0*3282, also 

log 25947-3282 = 4*4140871518 + 0*3282 . 1^7375 

0*3282 (0*3282 --1) ^ 
1 

' . log 25947 = 4-4140871518, 

0-3282.167375= 64932 

0-3282(0-3282—1) 



log 26947-3282 = 4*4140926462 
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Die Vega sehe Vorschrift lautet: 

log N = log n + D'O' abcde -f D" ~ ^, , 

wo N eJneZalil ist, die mit mehr als 5 Zilfern geschrieben ist, n die 
fünf ersten Ziffern derselben enthält, £)' die erste, W* die zweite 
(immer negative/ hier aber positiv 2n nehmende) Differenz bezeich- 
net; a, b, c, ... die sechste, siebente achte, .... Ziffer der Zahl 
bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Vorschrift wird aus Obigem 
einleuchten. 

2) Aus log X 4-7320472587 

soll X gesucht werden. Da wir immer h = 1 haben, x ans c|en Ta- 
feln entnehmen,' so ist nach (h): 

und man wird zuerst x — x, nach der Formel 

berechnen and dann einen genanem Werth finden, indem man im 
Nenner der zweiten Seite ftür x — X| den gefundenen Werth setzt. 

Nun ist 

log 53956 = 4-7320397460 = y., _ ^ _ 2 
logx = 4-7320472687 = y. ^ y. 2. 

75127 

y. = 76127, x— x. - = 0-93337, x, = 53956, 

^^ — ^^ — ^^'^'''^^ = 006662 
2 

'^—'^^'=^ 80490 + 00666 ^'^^^^^ 
so dass ' V X ^ 53956-93337. 

3) Ans log X = 4 0092604763 = y 
soll X gesucht werden. 

X, = 10215, 74=40092383710, y— = 121063, ^y,=42öl33, 

x-x, = = 0-28474 , 1 (x - X. 1) ^ »y. = 21 . 0 716. 

121053 _ 121053 _ 
* 425133 + 21. 0-715 425148"^ * 

x = 10215-28473. 
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4) Sey zu suchen 

log8m32»46'16*734". 
h = 10, X, = 32»4Ö' 10'!, x—x, = 6-734, == log sin 32»46' 10" 

= 9-733 2096 035. 

logsin32°45' 10" = 9'7332095 035, ,^9^00.7 

lo^ sin 32 »45^20" = 9-733 2422 322, j",,!^®^ —35 

log sin 32 «45' 30" = 9 733 2749574, +^^7287 

'logsin32*45'l6-734'-y,+^.327287-^-:^2^^ 

lü 2.10 ' 

y, = 9-7332095 036 

6-734.327287 

iö = 220395 

6.7(6-7-10) ,, 

200 * 



log8m32°45' 16-734" = 9-7332315434 
5) Aus . log tg X = 9-827 3425 034 = y 
soll X bestimmt werden. 

Xj = 33»63'50", y, = 9 8273057671, ^y^ = 464830, 
^Vi =--18, y—y, = 367363. 

y — Vi ^ 367363 

367363 _ 367363 367363 „ 

46483 - 8 0769 32 , =46^ = 8°^<'»' - 

•Iw x=: 33*63' S8-6769". 
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Sphärische Trigonometrie. 

■ 
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Erster Abschnitt. 

AnftteUnng der Gnmdgleicliniigen der qphSxiioheii TxigoiioaMiKie. 

■ §• !• 

Seyen A, B» C drei Pankte auf der Oberfläche einer Kugel; le- 
' gen vir nun durch A, B und den Mittelpunkt der Kugel eine Ebene, 
so schneidet dieselbe die Kugel in einem Kreise, dessen Halbmesser 
dem Kngelhalbmesser gleich ist, einem so genannten grössten 

Kreise. Dessgleichen wollen wir durch A, C und den Kugelmittel- 
punkt, sowie durch letztern und B, C Ebenen legen, so werden die- 
selben die Kugel ebenfalls in grössten Kreisen durchschneiden. Geht 
man auf dem ersten dieser drei Kreise von A nach B, so kann man 
entweder einen Bogen durchlaufen, der kleiner als der halbe Kreis- 
um&ng, oder einen zweiten, der grösser als der halbe Kreisumfang 
ist. Wenn wir künftig vom Bogen AB sprechen , wollen wir den 
zwischen A und B liegenden Theil des durch diese zwei Punkte ge- 
henden grössten Kreises verstehen, der kleiner ist als der halbe 
Umfang des grössten Kreises. Dessgleichen, wenn wir von den 
Bügen AC, BC sprechen. Die drei Bögen AB, AC, BC bilden nun 
auf der Oberfläche der Kugel ein sphärisches Dreieck. 

Denken whr uns von den Punkten A, B, 0 auf den Kugelmittel- 
punkt O die Halbmesser OA, OB, 00 gezogen, so werden die drei 
obgenannten Ebenen sich offeiibar in diesen drei G-eraden durch- 
schneiden und in 0 eine dreiseitige körperliche Ecke bilden, deren 
Kanten OA, OB, OC sind. Die drei Kantenwinkel A0J5, AOC, - 
BOG sind die Winkel am Mittelpunkte der Kugel , welche von den 
drei Bögen AB, AC, BC gemessen werden, und die sich also wie 
jene Bögen verhalten. Kennt man den Halbmesser der Kugel, so 
ist es leicht, ans den bekannten Mittelpunktswinkeln die Bögen AB, 

14* 
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AC, JiC zu finden. Wir werden desshalb künftig' statt der Böfren 
Al^, AC, BC die drei ihnen zugehörigen Mittelj)unkt>\vinkel AGB, 
AOC, BOG einführea, und diese die Seiten des spärischen Drei- 
ecks heissen. 

Die dreiseitige körperliche Ecke hat auch drei FlächenvinkeH 
die Neigungswinkel der Ebenen aAB und OAC , GAB OBC, 
OAG und OBC. Diese drei Winkel sollen die Winkel des sphä- 

rlschen Dreiecks heissen. Wollte man übrigens 
den Winkel der Beigen AC und AB haben, so 
müsste man bekanntlich in A aut OA in den Ebe- 
nen OAC und GAB Senkrechte (Tangenten an 
die Bögen AC und AB) errichten; der Winkel 
dieser Senkrechten wäre der Winkel der Bögen. 
Allein dieser Winkel ist nichts Anderes, als der 
Neigungswinkel der Ebenen OAC und OAB. 

Die Winkel des sphärischen Dreiecks sollen mit A, B, C, die 
ihnen entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnet werden. 
Alsdann ist 

A der Neigungswinkel der Ebenen OAB und OAC» 
B « y, »91 OBA n OBC, 

C „ „ „ „ OCA „ OCB, 

a = Winkel 1K)C, b = AGC, c = AGB. 

Zugleich sind a, b, c jeder kleiner als 1<S0°, dessgleiclien A, B, C. 

Von den dreiseitigen küiper liehen Ecken weiden nun in jedem 
Lehrbuche der Stereometrie einige Sätze erwiesen, die wir, der Voll- 
ständigkeit wegen, ebenfalls hier darstellen wollen. 'Sie sind : 

1) Li jeder dreiseitigen körperlichen Ecke sind zwei Kanten- 
winkel zusammen grösser als der dritte, d. h. in jedem sphärischen 
Dreieck sind zwei Seiten zusammen grösser als die dritte. Wir 
haben also zu beweisen, dass AGB + BGC > AGC. Dabei werden 
wir AGC als den grösslen der drei Kanteuwinkel annehmen, da 
wenn AGB oder BGC schon > AOC wäre, unsere Behauptung ganz 
von selbst klar wäre. Der Beweis kommt ganz offenbar auch dar- 
auf hinaus, nachzuweisen, dass BC+AB > AC. Denken wir uns 
nun, man lege durch B zwei Ebenen, von denen die eine senkrecht 
anf OC, die andere senkrecht auf CA, so werden dieselben die Ku- 
gel in zwei Kreisen schneiden, so beschafien, dass dieselben als um 
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"die Punkte C und A mit den sphärischen Halbniessem CB und AB 
Lesehiieben angesehen werdin können. Beide durch B gehende 
Kbenen sclineiden sich in einer Oeraden, die durch B geht und auf 
OAC senkrecht steht; diese Gerade trifft die Kngel nochmals in 
emem Punkte B*, in welchem die obigen zwei (kleinen) Kreise sich 
nochmals durchschneiden. Die Ponkte B und B' liegen auf ver- 
schiedenen Seiten von AC und in gleicher Entfermmg davon. 
Die beiden um A und C gezojLrenen Kreise treffen den Bogen AC 
zwischen A und C, da sonst entweder BC > AC oder AB > AC 
wäre, was wir nicht N orausset/cn. Der Kreis um A treffe AC in M, 
der um C in N, so ist AM = AB, CN = CB und, wie man sieht 
AM + CN d. h. AB+BG > AC. Die zwei Punkte M und K kön- 
nen nicht zusammenfallen, da sich die zwei Kreise sonst in diesem 
Punkte schneiden würden, was nicht der Fall ist, da sie sich nur in 
B und B' schneiden; eben so kann nicht der um C gezogene Kreis 
ACinM, der umA gezogene in N schneiden, da der um C gezogene 
Kreis von B bis IV links von der Ebene BOB', der um A gezogene 
rechts von BOB' Hegt. 

Anmerknng. Wir haben hier gern dieson gewissermasRen anschanlicbern 
Beweis des angeführten Lehrsatzes gegeben , ohne denselben für genauer als den 
zu halten, den man gewöhnlich in den liehrbüchem findet {vt^rrr]. I.n^pndro Göoine- 
nu'trie. Buch V, Satz XXI). Jni Cegciithcilc hrilten wir letztem iiiimlestt ns fvir eben 
so genau, wfflirend, wie gesagt, der gegebene un£ die Sache wehr anschaulich zu 
inachcn scheint. 

2) Zu jeder dreiseitigen körperlichen Ecke kann man eine zweite 
bilden der Art, dass die Summe der einander entsprechenden Kan- 
tenwinkel der einen und Flächenwinkel der andern 180° beträgt. 

Sey zu dem Ende OABC die gegebene 
dreiseitige körperliche Ecke; in O erreichte 
man auf die Ebene GAB die Senkrechte Oy, ^ 
auf OBC die O«, auf OAC die Oß, so werden 
0«, Oß, Oy als Kanten einer neuen dreiseiti- 
gen körperlichen Ecke Oaßy angesehen wer- 
den können. Die Kanten OA, OB, OG stehen 
nan aber auch senkrecht auf den Ebenen der 
neuen Ecke. Dänn OA ist die Durchnittslinie 
der Ebenen GAB und OAC, auf denen Oy und 
Oß senkrecht stehen; mithin stehen letztere 
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Oeraden aach auf OA , and also umgekehrt CA auf Oß, Oy senk- 
recht, also auch OA senkrecht .iiifder Ebene dcssgleiclieii OB 
senki'echt auf Ocey, OC senkrecht aufO«^. Hiitti- man also Oaßy als 
gegebene Ecke gewählt, so wäre durch dieselbe Konstruktion, wie 
oben, als neue Ecke OABC erschienen. 

Wir wollen nun in den beiden Ecken einander entsprechende 
Kanten- und Flächenvlnkel je einen Flächenwinkel der einen und 
einen Kantenwinkel der andern heissen, wenn .der letztere von den 
zwei Kanten gebildet ist, die auf den Flächen geiikrecht stehen, die 
den ersten bilden. So entsprechen sich 

Flächenwiiikel an OB und Kantenwinkel aU/, 
„ ^ OA ^ ^ ßOy, 

» n OC n «O/?, 

<n n Oa M r% COB, 

. Oß ^ ^ AOC. 
« Oy . „ AOB. 
In der Ecke OAB stehen sich entgegen: 

Fläcbenwinkel an OB und Kantenwinkel AOC, 
. OA „ „ BOG, 
„ OC „ „ AOB. 
Bessgleichen stehen sich in der Ecke Oaßy entgegen: 
Flächenwinkel an Oa und Kantenwinkel fOy^ 
„ „ O/J ^ „ «Oy, 

« „ Oy ^ ^ ßOa, 

Nimmt man also in einer der zwei Ecken einen Flächenwinkel 
und den ihm entgegenstehenden Kautenwinkel und sucht in der an- 
dern Ecke die diesen entsprechenden Kanten- and Flächenwinkel, 
so stehen sich letztere ebenfalls entgegen. So stehen sich entgegen: 
Flächenwinkel an OB nnd Kantönwinkel AOG, 
Kantenwinkel aO/ und Flächenwinkel an Oß, 
Zwei nun einander entsprechende Winkel betragen znsiiiiimen 
180°. So z. B. Flächenwinkel an OB + Kantenwinkel «Oy — 180^ 
Um diess zu lit weisen legen wir durch einen Punkt F der Kante OB 
eine Ebene senkrecht auf OB, welche die Ebenen O^VB, OBCin den 
Geraden FM, FK treffe, die natürlich anf OB senkrecht stehen. 
Der Winkel MFN ist also der Flächenwinkel an OB. In derselben 
Ebene ziehen wir Fa, Fe parallel mit Oer, O^, so ist aFc = oO/; 
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ferner ist &FM = cFN 90^ mdem aF auf OAB, Fe auf OBC sedk- 
recht steht. Da aber aFc + al M + Mi N + KFc = 360®, und 
aFM + ^Tc = 180^ so ist 

aFc + MFN = 180^ d. h. aOy+MFN = ISO**. 
waB den Satz beweist. 

Tragen yrit diesen Satz aof die sphärisehen Dreiecke Uber« so 
heisst er: 

Seyen a, b, c die Seiten, A, B, G die üinen entgegenstehenden 
Winkel eines sphärischen Dreiecks, so kann raa» immer ein anderes 
sphärisches Dreieck erhalten, dessen Seiten ~ 180° — A, 180* — 
B, 180° — C und dessen diesen Seiten entgegenstehende Winkel 
180° — a, 180° — b, 180° — c smd. 

3) Da immer zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks grösser sind 
als die dritte, so hat man also anch 

* — A + 180* — B > 180* — C, A+B — C < 180* / 
180^— B + 18a« — O180*— A, B+C — A< 180°, ^ 
' 180' — A+ 180°— 0180° — B,A + C — B< 180°. 
Addirt man diese drei Resultate, so ergibt sich: 

A+B + C<540°, ' 
d. h. je zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks, nm den dritten 
vermindert, betragen weniger als 180*^; die Summe alier ,drei be- 
trägt weniger als 640^. 

Was die Grössen A+B— C, B + C — A, A+C — B betriffl» 
so werden sie also, wenn sie positiv sind, immer unter 180° seyn; 
sie können aber <,'anz wohl auch negativ ausfallen. , 

4) In jeder beliebigen körperlichen Ecke, 
i n - d er d ie-6ärmmtUchea-F4 äch eB w iitktrt"kteiiie» 
s(B.'jtfO° iind, ist die Summe aller Kanten- 
winkel iOeiner als 3^**. 

Sey OABCDE eme fönfeckige körperiiche 
Ecke, 80 ist 

AOB + ROC + COD + DOE + EOxV< 360 °. 

Sey AlUJDE eine beliebige Ebene, F ein 
Punkjt in ihr; man ziehe FA, ... FE, so hat 
man nach üt. 1 : 

an der Ecke in A: OAB+ OAE > BAE, 
n « n „ B: ABO + OBC'>ABC, 
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an der Ecke in C: OCB + OCD > BOD, 

„ „ „ ^ D ; ODC + ODE > CDE, 
« „ „ „ E: OED + OEA>DEA, 

d. h. 

OAB + OBA + OBC + OCB + OCD + ODC + ODE -f- OED 
+ 0£A + O A£ > B A£ + ABC + BCD + CDE -f DEA. 
Da al>er 

OABH-OBA+ .... + 0AE»=5. 180»— (AOB+BOC-|rCOD 
'+D0iE+E#A), 

BAE 4- ABC +.... + DEA = 5 . 1 80«» — ( AFB + BFC + CFD 
-fDFE +EFA) = 5 . 180° — 360* = 3 . 180% 

so ist 

ö . 180» — (AOB + COB + COD + DOE + EOA) > 3 . 180% 
AGB + BOC + C OD + DDE + EO A < 360 % 
5) In jedem sphärischen Dreieck (nnd Vieleck) ist alM die Sonune 
• aller Seiten kleiner als 360^ 

Also auch 

ISO'^ — A + IHO» — B+lHü«» — C<360% 
640° — (A + B + C)< 360% 
A+B + C>180°, 
d. h. die Summe der drei Winkel ist grösser als 180 Daraus 
folgt dass 

A+B — O180«— iiC 

ist; nun ist 2C unter 360% also wenn auch 2C> 180% so ist doch 
180° — 2 C nie unter — 180% d h., wenn auch A + B — C negativ 
ist, so liegt diese Grösse doch zwischen 0 und — 180°. Mithin 
liegen die Differenzen A + B — C, A — B + C,— A + B + C im- 
mer zwischen — 180^ und -j- 180°; während die Differenzen 
a-|-b — c, a — b+c, — a+b+c immer positiv sind. 

Da immer zwei Winkel einea sphärischen Dreiedcs, vermindert 
um den dritten, weniger als 180^ betragen, so ist also 
180° — a+180»--b -(180° — c)<180° 
e — (a+b)+180°< 180" 
a-fl> — c>0 
was wir schon wissen. Aber auch 

180° — a + 180°— b — (180* — r) > — 180° 
c — (a+b)+180*> — 180* 
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also a + b — c<360^ 

wie sich von selbst versteht, da ja a4~b-|-c < 360". 

Stellen wir alle Sätze nochmals zasammen, so haben wir : 

a+c>b. a+b+c<360». A-JJ+C;_,|;,^ ^^+^+C>Jj;. 

-A+B+c<_;«;, 

Was wir nun von einem sphärischen Dreiecke beweisen, gilt ge- 
radezu für die dreiseitige körperliche Ecke, wenn man nnr statt 
^Winkel des sphärischen Dreiecks** setzt „FlächenwinkeP , statt 
„Seiten des Dreiecks" aber „Eantenwinkel.** 

§2. 

8ey ABCD ein Viereck, in welchem AB parallel mit CD gezo- 
gen sey, und AC = BD, so ist leicht zu bewei- **• 

sen, dass auch Winkel C = D, A = B femer ist ^ ^ 

(erste Abthl. §. 22. (31)): / 

AD»=ÄB*+BD»— 2AB.BDcosB, 

AD»=AC»+CD»— 2AC.CDC08C. ^ , - ^ 
Da aber C = D, A = B, und A + B + C +D = 18^°, so ist 
^B + C = 180^ also cos B — —cos C. Mithin; 

AB =^^ + ÄB+2^^^^^^« 
^ ^ ^ + CD - 2 AG . cos C, 
d.h. da AG ^BD: 

AD» AD* A«-Lr'nj_ß^^' . 
ÄB +CD =^ + ^^+ÄB + (JD 

oder: 

AD*.CD + AI)^AB:=:(ABH-CD)AB.CD+B1)".CI)+BD*.AB, 

AD * ( CD + AB) = ( AB + CD) AB . CD -h BD »(CD + AB), 
und wenn man mit CD-|~ABdividirt: 

AD» = AB,CD+BD«, 
d.h. in einem, wie angc^'eben p^stalteton ^'ie^o(•ke ist das Quadrat 
der Diagonale gleich dem Produkte der zwei parallelen Seiten plus 
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dem Quadrate der emen der «wei gleich langen aiclit parallelen 
Selten. 

§3. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, in dem wir iVB < AC anneh- 
men* und worin A, B, C die drei Win- ' 
kel, a, b, c die drei Seiten bezeichnen 
sollen. 0 stelle den Kngelmittelpunkt 
vor, OA den nach A gezogenen Halb- 
messer, der (nöthigenfells) in OE ver- 
längert sey. Von B ziehe man in der 
Ebene des Bogens ^VB die BD senk- 
recht auf OA und in D in der Ebene 
des Bogens AC die DF senkrecht auf 
AO, so wird die Ebene des Dreiecks 
BDF senkrecht stehen anfOAund der 
Winkel BDF gleich Aseyn. Dessglei- 
chen ziehe man von C in der Ebene von AC die CE senkrecht anf 
AO, und KG in der Ebene von ^VB senkrecht auf OA, wobei der 
Bogen AB bis G verlängert wurde, so wird auch die Ebene GEC 
senkrecht auf OA stehen, also mit BDF parallel laufen, und GEC 
= A seyn. 

Denkt man sich die Halbmesser OB, OF, OQ, 00 gezogen, so 
werden die Dreiecke BOD and FOD,'GOE nnd OOE kongruent 

seyn, mithin BD=DF, GE ^ EC, BOD = FOD, GOE = COE., 
Daraus folgt nun, dass auch Bogen AB = AF, AG = AC, EC ~ BG 
ist. Der zu AF gehörige Mittelpunkts\iinkel (AOF) ist also = c, 
der zu FC gehörige — b — c. 

' Da Bogen FC = BG, so ist auch Sehen FC = BG ; femer laufen, 
wie leicht zn ersehen, BF und CG mit einander parallel, so dass 
das Viereck BFCG die Gestalt des m §. 2 betrachteten Vierecka 
hat. Würde man also die Diagonale BG ziehen, so hätte man: 

BC' = BF.GC + FC^ 
Sey nun r der Halbmesser der Kugel, so ist (erste Abthlg. §. 20, 
Kr.l und §.21, Pjgurl4): 

BC = 2rsinia, BD = rsinc, CE = rsinb*, FC = 2,rsini(b— c), 

* In unterer Figur ist eigentlich CE = r sin (ISO** -^ b), d. h. doehCE = rtinb. 
Maa wird lieli «ach leiehft ttbenwngai, dsM die hier gefimdenen Besiehongen gans 
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also 

IjF-:-2in)sinlA=-2rsinc.siniA,GC = 2ECsiniA=2rsinbsmiA, 

Demnach hat mau 
4r^sin'|a = 2rBmcsüi^A.2r8iiib8iniA + 4r'8iD'^(b — c), 
d. h. 

2 sin ^ } a = 2 sin b sin c . sin ' I A -1- 2 sin ' |(b — c), 
oder (erste Abthlg. §. 14 (23)): 

1 — Cosa = sin b sin c(l — co8A) + 1 — cos (b — c), 

1 — cos a = sin b sin c — sin b sin c . cos A -j- l — cos (b — c), 

— Cosa — sin b sine — sin b sine cos A — cos b cos c — sin b sine, 

(erste Athlg. §. 12) 

— cosa= — sinbsinccosA — cosbcosc, 
d.h. cos a = cos b OOS c-|- sinbsinccosA. 

Diese Gleichung ist die Fundamentalgleichung, von der wir auf- 
gellen werden. Eben desshalb dürfte eine zweite Ableitung der- 
selben vielleiclit nicht unerwünscht seyn, wobei wir bemerken, dass 
noch eine ziemliche Anzahl anderer Ableitungsweisen vorhanden ist. 

Sey wieder A1>C ein sphärisches Kg« 
Dreieck, 0 der Mittelpmikt der Ku- ' j 
gel. Sey AD in der Ebene des Bo- 
gens AG Tangente in A an diesen 
Bogen, dessgleichen A£ für AB, so 
ist EAD = A. f^merist AOC — b, 
AOB c, BOG = a. Daraus folgt 
(erte Abthlg. §. 20); wen . r den ^ 
Kugelhaibmesser bedeutet: 




allgemein gelten, weldie Werth« auch immer a, b, c, A haben mSgen, wenn lie nur 
nntor 180" sind. Fttr den besondem Fall, das« b = e wäre, würde allerdings F mit 

C, fi mit G zusammenfallen, also das Viereck 6BFG. nicht voriianden seyn; aI«^»«»! 

hat man jedoch BC = 2rsini a, "der da jetzt BC mit GC zasammenfiÜU, auchGC 
= 2 r sin,| a. Aber es ist auch, vie im Texte, GC =f2T .sin b sin \ A, demnach 

2 r siü ^ a = 2 r sin b sin 7 A, sin { a = sin b sin ^ A. 
Diese Gleichang ist aber die gefundene Fundamentalgleichnng, denn sie gibt: 
2.sin2^a — 2sin'b sin*^A, 1 — cos a — sin^b(l — cosA), 
1 — cos a - sin* b — f;in* b cos A, cos a - cos* b -\- sin Mi cos A. 
welche letztere Gleichung aus cos a = cos h cos c-[-sii! b sin c cos A f'ilpt. wenn 
b = c ist. Wie natürlich zu erwarten war, gilt also die Fundamentalgleichung auch 
noch für b = c. 
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AD = rtgb, AE = rtgc,OD=-^, 0E = — . 

Ferner (erste Abthlg. §. 22): 

DE' = AD'+AE^— 2DA.AE.co8A = r*t«*b+rUg*e 
— 2r'tgb.tgcco8A, 

* cos'b cos^c cosb.cosc 

Hieraus erhält man : 

rHg^b+r'tg^c — 2r*tgb.tgc.coßA=-^ + -^ cosa.^ 

' ^ o o cos b cos'c cosb cosc 

oder M Piin man mit cos ^b cos muitiplizirt und durch r' dividirt: 
«in^b cos^ c -|- sin^c cos* b — 2 sin b sin c cüsbcosccosA = cos^c 

-f- cps'b — 2 C08 acos b cos c, 

d. h. 

(sin ' b — 1) cos * c + cos ' b (sin ' c — 1 ) — 2 sin b süi c cos b cos c cos A 

= — 2 cos a cosb cosc, 
— cos'bcos'c — cos*bco8*c — 2 sin b sin c cosb cosc cos A 

= — 2 cos a cos b cos c, 

2 cos ^ b cos ' c -J- 2 sin b sin c cos b cos c cos A = 2 cos a cos b cos c, 

cos b cos c -)- sin b sin c cos A = cos a. 

Mau hat also die folgenden Gleichungen: 

cos a = cos b cos c-(~ sin b sine cos A, 1 

cos b = cos a cos c-|- sin a sine cos B/ > (1) 

cos c = Cosa cos b-f- sin a sin b cos C, * ) 

d.h. d e r C o s i n u s e i n e r S e i t e ist g I e i c h d e m P r o d u k t e 

der Cosinus der zwei andern Seiten, plus dem P i- o- 

dukte der Sinus der zwei andern Seiten in den Cosinus 

des Winkels, der der ersten $eite entgegensteht. 

Anmerkung. Diese drei Oleichnngen sind die nollnrendigen uid genügen- 
den Fundamentalgleichungen; alle übrigen Beiiehungen werden sich desshalb aus 
ihnen nach den gewöhnlichen Regeln der Jteehttui^ ahldten kueen, wie sich im 

Nachstehenden zeigen wird. Dass sie Übrigens nothwendig sind , aber auch gc- 
nägen , iSsst sich in folgender Weise leicht einsehen. Ein sphärisches Dreieck ist 

* Von tlicscii Gleichungen könnton die «wei letztern elicn so uniuittclliur ab- 
«vpleitpt werden, -wie die ersto ; es bedarf dessen aber nicht, da es genügt, in dor 
ersten Gleichung a und h, A und B zu vertauschen, um nothwendig <lie zweite zu 
erhalten u. s. w. Sobald man übrigens die erste Gleichung in Worte fasst« ergibt 
sieh die Richtigkeit der andern yon selbst 
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▼oUkommen beattanmti wfliin in demselben s. B. gegeben eind zwei Seiten (b vnd c), 
nebit Aem von diesen Seiten gebildeten Winkel (A), In diesem Falle g^ebt nnn 
die erste Gleichung (1) den eos a , also da a swisehen 0« mi4 180^ 11^ die Seite 
a gaox onzweidentig; eben so nnsweideatig folgen dann aus den zwei andeniGlei- 
ohnngen (1) die Winkel B und C, so dass alle übrigen Stfteke geltenden werden 
können. Es ergibt sich hierans offenbar, dass drei Gleichungen noth wendig sind, 
und dass die drei (1) genügen. Eine Beziehung zwischen den Seiten und Win- 
keln des Dreiecks, die andere Werthe liefern würden, als die gefundeheo, kann aber 
nicht existireii, einfach desshalb, weil andere Wertlie dieser Grössen (a, B, C) auch 
nicht exisUren, da. ja nur eiu Werth für jede müglich, und derselbe bereits gefun- 
den ist. 

Die Gleichungen (1) entsprechen den Gleichungen (81) in §.22 der ersten Ab- 
theilung und man könnte letztere auch aus den obigen ableiten , etwa in nachste- 
hender Weise. Sey r der Halbmesser der Kugel , auf der das sphärische Dreieck 
▼erzeichnet ist; a, |9, y die Lüngen der drei Bögen BG, AC, AB, so ist (eiste Ab- 
iheilung §.16): 

cosa=l--^-.-h2i7i---co«t = l~27.+äi?-"''««»« = l-2T» 

-i-2i?- 8'n»> = ---^-{-....8inc = ~--^-t-.... 
also vird die erste Gleichung (1) zo: 

d.h. 

1— ^^+... = 1— |^^-h."H-^(l )co.A, 

— ^^-f-... 2^ p r"'-r — ....;cosA, 

wo die weggelassenen Grössen alle höhere Potenzen von r, als die zweite» im Nen- 
ner haben. MnltipUzirt man mit — 2 r', so hat man 

+ = + 2/9y(l — ...) COSA. 

LIsstman r=: oe werden, so geht die Kugel in eine Ebene, das sphftrisehe 
Dreieck in ein ebenes über; dabei werden nun die weggelassenen (Brossen , da sie 
noch r im Nenner haben, ansikllen, so dass man hat: 

a* = j>»+7» — 2/»7C0sA, 
d. h. die eine Gleichung (31) in 9* 22 der «rsten Abtheilung. 

Aus (1) zieht mau: 

cösa — cosbcosc 

cos A = . , ^ , 

sin b sine 
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- , A , I Cosa — cosbcosc siubsinc+cosa — cosbcosc 

l+cosAss IH r-T = ' . . . 

smbsinc sinbsinc 

cos a — (cos 1) cos c — sin b sin c) cos a — cos (b - j- c) 

. sinbsinc ~ sinbsinc 

• 2sini(a + b + c)smKa — b— c) 

sin b sin c 

^ 2smi(« + b + c)MnHb+c-a) ^ , 

smbsinc ^ 
d.h. ^ , _ 2gini(a+b + c)siDt(b+c— a) 

^ cos IT ii. • — . ; ■ 

' • Sinbsinc^ * 

, _ sint(a+b + c) sin + c — a) 

cos — • . • • 

' smbsinc 

Eben so: ' ^ 

. _ Cosa — cosbcosc sinbsinc — cos a 4- cosbcosc 

1 — COSA= 1 :—r-. r-T— : 

, Sin b sm c sin b sin c 

C08{b — c) — cOsa 2sin^(b — c-(-a).sin^(b~:-c — a) 

sinbsinc sinbsinc 
. 2sin{(a + b — c).sinKa— b + c) 
~" sinbsinc * 

o . 2.^_ 28i"Ka + b-c).sinKa— b + c) 
' sinbsinc * 

^1^2* A _ 8inUa + b — cj.sin^a — b + c) 

sin • A — — ' ' " . \ —^^m^ , 

' smbsinc 

Durch Division beider Resultate' ergibt sich : 

, _ sin^(a + b — cj.sinKa — b + c) 
**"~sinHa+b + c).sini(b + c — a)* 

4 

Setzt man a+b+c = 28, 

so ist a+b — c = 28 — 2c, 

, ■ a~b + c:=2s — 2b, 
b + c — a = 2s— 2a, - 

also: 

l(a+b+c)=:s,i(a+b— c) = s— c,i(a— b+c) = s— b, 

^(b + c — a) = s — a, 

d. h. man hat nun: 
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Sin b Sin c 
^ _ \/ sin (s — a) . ain (s — c) 



22:^ 



sinastnc 



«^■^\ /sip(s — a)sin(s — b) 

sinasinb ' 

, . _ \ / sin 8. sin (s — a) 
sinb.sinc 

. p \ / sin g . BIP (g — b) 

sin a . sin c ' 



(2) 



sinasinb 

sin 8. sin (s — a) ' 

tg iB = \ /sm(s--a).sin (s -c) 

sins.sin (s — b) ' 

^ sins.8in(f(— c) ' 
wo die -Quadratwurzel nur positiv genommen ist, da ^ A, | B, ^ C 
unter 90 sind. Da ferner nach §. 1 Nr. 1 immer s — a, s — b, 
s — c positiv sind, und s sowohl, als jede dieser Grössen unter 180 
bleibt (§. 1, Nr. 4), 80 sind die Grössen unter den WurMlzeiohen 
alle positiv. 

Durch Multiplikation zieht man heraus : 

sin'bsin^c * 

d.h. siubsiüc.ßiaA=2V8ins.8in(ö^a).8in(8-b).sin(8—c). 
Eben so: 

8ina.8inc.8inB = 2V8in8.8in(s— a).Bin(8 — b).sin(8 — c), 
sin a . sin b . sin G = 2 V sin s . sin (s — a) sin (s — • b) . sin (s — c) . 

Daraus folgt ; 

sin b sin c sin A = sin a sin c sin B = sin a sin b . sin C, 

d. h. 

sin b sin A sssinasinB» sincsinA = sin asinC, sin csinB = sinbsm 
oder 
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8ma:BiDb = 8mA:8inB, Bi]ia:8inc = 8ÜiA : sinC, Bin b: eines 

sin B: sin G, (3) 

d. h. die Sinns der Seiten verhalten sich, wie die Sinus der 

entgegeustebenden Winkel. 

§.6. 

Aus (1) hat man: 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, 
co8C = co8acosb-|>8inaBinbcoBC. , 
Setzt man diesen Werth von cos c in die erste Gleichung, so 
erhält man: 

cos a = cos a cos ' b + sin a sin b cos b cos C + sin b sin ccos A, 
cos a — cos a cos ^ b — sin a sin b cos b cos C -|- sin b sin c cos A, 
cos a ( 1 — cos ^ b) = sin a sin b cos b cos C -f~ b sin c cos A, 
cos a sin * b = sin a sin b cos b cos C + sin b sin c cos A. 
DiWdirt man durch sin b, und schreibt sogleich die weitem For- 
meln hin, so hat man : 

cos a sin b =5 sin a cos b cos C + sin c cös A, 
cos b sin a = sin b cos a cos C sin <^ cps B , 
4- co8C8inb = sinccosbcos A + sinacosC, . 
cosbsinc — sinbcosccos A + sin acosB, / 
cos a sin c = sin a cos c cos B -j- sin b cos A, 
cos c sin a = sin c cos a cos B -f~ sin b cos C, 
welche Formeln ebenfalls leicht in Worten auszusprechen sind. *' 

Setzt man in (4) nach (3) ; sin c = ^. ' ^ , so bat man : 

' sinA 

cos a sin b = sin a cos b cos C sin a sin O'Cotg A ; 
dividirt man noch durch sin a, so hat man: 

cotg a sin b = cos b cos G -f* sin C cdtg A, 

cotg b sin ä = cos a cos G -f- sin C cotg B, 

cotg c sin b = cos b cos A + sin A cotg C, 
cotgb sjn c = cos c cos A -f- sin A cotg B, 
cotg a sin c = cos c cos B + sin B cotg A, 
cotg c sin a =: cos a cosB + sinB cotg C. 

* Alle diese Fonneln weiden dnrcb einfiMlie BuohstalieiiTertBnMhiing ans ein- 
ander abgeleitet So folgt die sweite ans der enten, irenn man a md b» also aneh 
A nnd B tanseht; die dritte ans der efsten, wenn man annd c, A nnd C tanseiit; 
die vierte ans der dritten dnrcb VertaDsehimg Ton b nnd e. B and C n. s.w. 



(6) 
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Aqb (4) hat man 

cos a sm t) = sin a cos b cos C -h <^ 
Seist man nach (3) : 

. , sin B sin a . sin C sin a 
sinD=- — : — 7 — ^.smc= ^ — i — , 

so ist 

smacosasinB ^ ^ i sinasinCcosA 

; — 7 ==8inacosDcosCH r-T , 

smA smA 

d. h. sin a cos a sin B dn a cos b cos CsfaiA-|- sinasinCcosA, 

oder wenn man mit sin a dividirt: 

cos ä'sin B =s cos b sin A cos G + cos A sin €, 

cos b sin A — cos a sin B cos C -)- cos B sin C, 
cos a sin C cos e sin A cos B -j- cos A sin B, 
. cos c sin A = cosasin C cosB + cos C sinB, 
cosb sin G = cos c sin B cos A + cos B sin A, 
cos c sin B = cos b sin G cos A cos G sin A. 
Die Gleichungen (4) sind Gleichungen zwischen den drei Seiten 
and zwei \?inkeln; die (5) zwischen zwei Seiten und zwei Wmkehi; 
(6) zwischen zwei Seiten und drei Winkeln. Ein Schritt weiter 
y\\rd uns nun die gesuchte Gleichung zwischen einer Seite und den 
drei Winkeln geben. 

Aus (6) hat man . ; 

^ Cosa sin B== cosb sin Aco8*G-|~<^^B'^^"^^> 
' cosbsmA = oosasmBcosG-|-cosBsinG, 

also wenn man diesen Werth in die erste Gleichung einsetzt: . 

cos äsinB = cos a sinB cos' G-f^cos G sin G cosB-{- cos A sin G, 

cosasinB(l — cos* C) = cos C sin C cos B -f- cos A sin C, 
cos a sin B sin ' C = sin C cos C cos B + cos A sin C, 

cos a sin B sin G = cos C cos B -j~ -^f 

d. h. man hat: 

d^^i^^s"— 008 Boos G-|- sinB sin Goos a, j 
cos B = cos A cos G-j- sin AsüiG cosb, > (7) 
cosG = — OOS A cos B -4- sin A sinB cos c, ) 

d. h. der Cosinus eines Winkels ist gleich dem negativen 
Produkte derCosinus der beiden andern Winkel, plusdeni 
Produkte der Sinus der beiden andern Winkel in den Co- 

Oienf ef. vlUliiidie TrigoBOBioteie. 16 



Digilized by Google 



226 ' Enfeer AMuutt. 

Sinns der Seite, welche dem ersten Winkel entgegen- 
steht ♦ 

Da die Gleichungen (7) abermals einen wichtigen Sats ans- 

drücken, so wollen wir eine zweite Ableitung derselben angeben! 

Da nach §. 1 INr. 2 es immer auch ein sphärisches Dreieck gibt, 
dessen drei Seiten 180° — A, 180« — B, 180° - C, und dessen 
drei Winkel 180° — a, 180° — b, ISO** — c sind, so hat man nach §. 3 : 
eos ( 180 • — A) = cos ( 1 80 ° — B) . cos ( 1 80 C) + »in ( 1 80 B) 

sin (180« — C) cos (180« — a), 

d.h. 

— cos A = cos B cos C sin B sin G cos a (erste Abthlg. § . 9), 

oder cos A = — cos B cos C -|- sin B sin C cos a. 

Durch eine ähnliche Umtbnuuug gehen die Sätze (6) direkt aus 
^4) hervor. 

Ans (7) folgt: 

cosA + cosBoosC 
smBsmC 

also wie in §. 4 : 

sinBsiüC-l-cos A-|-cosBcosC cosA-(-cos(B — C) 

ZCOS 1»= ' n ' n — . X» • n 

' sm B sm C sm B sm G 

__ 2cosUA+B — C)cosKA~B4-G) 

sinBsinG ' 



* In der Anmerkung zu §.3 haben wir die Gleichungen (1) als die nothwen- 
digen und genügenden Itmdainaitalgleichuugcn der sphtibdion Trigonometrie be- 
aeielinet. Ifit demselbeii Rechte ktante man dieu aneh von den Gleiehungei^ (7) 
sai^n, da am dieeen ebenfiiUs alle andern abgelötet werden konnten , waa man 
doroh ein ZrorfVckgehen dvreh (Q, (A)» (4) erlangen wUrde. 

Wae tener die g^eh&Ui beiflhrte Benehang dieser Gleidnmgen mit denen 
der ebenen Tilgononietrie anbelangt, eo Mitsprechen die Formeln ^) den Formeln 
^) in f. 28 der ernten AbtheUnng, die (8) den (29) h) S 22 ; die hh S. 6 Uer noeh 
abgeleiteten Formehi (9) entspreehen den (88) in %, 28^ die (10) den (30) in 9^ 22. 
Wae die (7) anbelangt» so entspfecben sie der Formel A-f-B+C = 180' derebe- 

1 a* 

nen Trigonometrie; denn man sieht ans ibnen, indemeosa = l — 4~ ^ 

r = oc zu cos a — 1 wird : 

COS A = — cos B cos C 4" siö B sin C = — cos (B — C), cos B = — cos (A 4- C>, 

cos C = — . cos (A -H B), 
also nothwendig A -|-B 4- C = 180*'. 
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2sm*i a — ^^"^^"^ ^ — A~cosB cos C co8A4-cos(B4-C) 

sin B bin C sin B gin C 

_ 2cosKA + B + C)cosKB-i~C-~A) 

sinBsinC 

Setzt mau nmi 

' A+B+C = 2S, 
A4-B — C = 2S-2C, 

A— B-j-C = 2S — 2B, 
B + C -A^2S--2A, 
so hat man folgende Gieicluin irt n : 



also 



SID 



Sin 



\/ — cos S . cos (S — A) 
^ sinBsinC * 

L'OS S COS (S 



COS S . cos (S — B) 
siaAsinC * 



sin i c = 



C) 



süiAsinB 



cos^a 



_ - ^cos (S — B) cos (S — C) 



sin B sin 0 



cos 



cos 



/ cos (S — A) cos (S — C) 
% sioAsuiG 

^^_-y /coB(S — A)cos(S— B) 

sin A sin B ' 

tii4a= V — ^osS.co8(S->-A) . 
^ C08(S— B).cos(S— O) ' 

tir4b= \ / — cosSco8(S-~B) 

. ^ cos(S-A)cos(S — C)* 



(8) 



tgic 



— cos 8 . cos (S - C) 



C08(S— A)co8(S— B)' 
in welchen Gleichungen die Quadratwurzel nur positiv genommen 
ist, da^a, {b, |c nnter90<^sind. Danach§. 1: S = ^(AH-B ; C) 
zwischen 90« und 270«; S — A, S — B, S — C zwischen — 90° und 
+ 90° liegen, so ist cos S negativ; cos (S — A), cos (S — B), 
cos (S — C) dagegen sind positiv, die unter dem Wurzelzeichen 
vorkommenden Grössen sind also sämmtlicb positiv. Aus den Glei- 
chungen (8) lassen sich die Gleichungen (3) ebenfalls leicht ableiten. 

15» 



DigiiiztHü by <jOOgIe 



228 

$. 6. 

Aus den Formeln (2) in §. 4 folgt unmittelbar : 

^ sin s \ /sin (s a) . sin (s — b) _ sins • 

sine smasmb su^c 

vvDfAouifv sine ^ sinaiinb smc 

wie man sich leicht überzeugt, und dabei beachtet, dw beide 
Seiten positiv sind. Daraus folgt: 

sin 4 C 

cos A A cos i B +sin 4 A sin^B = (sin s + sin (s — c)) 



sinc 

= ^^liC . 2 sin (s - 1 c) cosj c =!?4^ . sin i (a + b), 
28in4ceo»4c v ' ^ « smic 

(erste Abthlg. §. 14), da s— tc=Ka+l>+c)— t«=Ka+^)5 
d. h. man hat (wegen cos i A cos ^ B + sin i A sin ^ B = cos i ß)) • 

. ^ . . V sin A C 
' cosKA-B) = 8ini(*+b).^. 

£ben so: 

cos 4 A cos 4 B — ßin i A sin J B = 5^?^ [sin s — sin (s — c)] 
* * * • sine 

= S-f^r^^ • 2 «o» 4 (»-+ •>) • «n i « = «0« 4 (a + 1>) • 
2*inlcco«|c co»ic 

. co»l(A+B) = c<»i(a+b).^^. 
sin J A cos 4 B + CM J A sin iB = [sin (s — b) + sin (s — a)] 

= _^?iC^.,i„jc.eosf(.-b) = S2Ü£:^lIl]L) 

sm Je cos Je * \ cosfc 

sinl(A+B) = co8i(a-b).^. 



4 
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I A C08 fB — cos } A snf } B == £2il^ [sin (g — b) — Bin (t 



sin 

sine 



= o T*^ t • 2 «OS - i (a + b)] . siD i (a - b) 
= -7-7— . sm i (a b), 

sini (A — B) = sinj (a - b) . 

Mau hat also folgende Gleichungen: 

sin ^(A + K)ct>s^c = cos{(a — b)cos^C, 
sin^(A+ C) cosib = cos^(a — c) cos^B, 
Bm^(A — ^^B)sinic = sini(a — b)co8iC, 
sin^ (A — C) ainlb = sin} (a — c) cos (B, 
cos 4 (A H- B) coB i c = coB J (a + b) sin } C, 
«os{(A-(- C) cos^b = cos^(a+c) sin^B, 
cos ^ (A — B) sin ^ c = sin ^ (a + b) siu ^ C, 
cos ^ (A — C) sin ^ b = sin ^ (a + c) sin ^ B, 
sin^(B -j- C)cos^a = cos^(b — c)cos^A, 
cos \ (B + C) cos ^ a = cos ^ (b + c) sin \ A, 
8m|(B — 0) sinia = sm4(b — c) co6|A, 
cos^ (B — C) sin^a = sm}(b + c) Bin| A. 

Durch Division zieht man aus den Gleichungen (9) 

. i /II n\ sin4(b—- c) ^ ^ 
* 1/ I K\ co84(A— B)^ , 



230 Eriier Abidmitt. 

. / X sin4(A — C) ^ , , 

Anmerkung. Die wichtigen Formeln (9) hai zue st Mullweide in der 
„niünatlichen Korrespondenz" 18. Band, 8.399 aurgectelK; .->ie pflegen jedoc- t^e- 
MTöhnUch die 0 a r '^ ischen Gleichunge i jjenannt r.v werden, da Gauss .ie in der 
Theorip moins tc po urn coele^tinin pag. 51 aufsiellte. Doch i.st de: beiretfende 
Band de' monatliche ^ Korrespondenz im November 1808, das Guu&sische Werk 
C'Si 1809 erschieuc r. 

Die Gleichungen (^10) pllegeu die Nop ersehen Gleichungen genannt zu wer- 
den. Den oben mitgetheilten Beweis derselben scheint zoerat ^aiska (Professor 
ac der Uaivenitftt Pr^g) gefunden so haben. Man fetgtoidie deiidialb'die 7. Auf- 
lage der yega*teben Torleenogeo, aweiter Baad, S. 24&, (Wien, 1885). 

§.7. 

Aus den Gleichungeu (9 ) lassen sich nun zunächst einige iuter- 
essante Kesultate ziehen. 
l)Auß 

ain|(A — B)8iii^c = sm^(a — b)cos^G, 
folgt» dass wenn A > B, also |( A — B) positiv ist, auch sin | (a — b) 
positiv seyn muss , da es dann sin { (A — B), sin \ c, cos i C sind ; 
also ist alsdann auch a > b. Ist umgekehrt a > b , so muss auch 
A i> B seyn, da dann sin \ (A — B) positiv seyn muss.* 

Man schliesst hieraus, dass in einem sphärischen Dreiecke der 
grössern (kleinern) Seite auch der grössere (kleinere) Winkel ent- 
gegensteht und umgekehrt. Daraus folgt von selbst, dass wenn 
zwei Seiten einander gleich sind, anch die ihnen entgegenstehenden 
Winkel gleich seyn werden und umgekehrt« 

• Es könnte aUeidings sin J (A — B) anch positiv seyn, wenn A < B; nnr 
mfiaste dann t (A ^ B) unter — 180<*, also A ~ B unter 380^ liegen, vas 
sicbeiUcfa nidit der Fall ist 
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Für a = b folgt al>er aus (10): 

ootgiC ,• 

. ^ . Cosa ' /,,v 

undftrA=:B: , , { (11) 

tg^c i 

cosA* / 

2) Aus cos^(A + B)cos^c — cos^(a4-h)^^in|C 

folgt, da cos^c, sin immer positiv sind; J(a+ b) und J (A + ß) 
nicht über 180^^ hinausgehen, dass 

wennKA+B) < 90^ also eo6t(A+B)po8itiv ist» aachcosKa-f-b) 
positiv, also 4 (a+l>) < 90* seyn muss; 

wenni(A+B) > 90**, al80Cos^(A+B)negativist,anchcosi(a+b) • 

negativ, also \ (a + b) > 90° seyn muss; 
wenn + B) =^ 90", als cos \ (A + B) Null ist, auch cos i (a + b) 
Null, also \ (a + b) — 90° seyn muss. 
Daher schliesst man hieraus : 

Sind zwei Winkel zusammen kleiner, gleich, grösser als 180°, 
80 sind die ihnen entgegenstehenden Seiten ganz in demselben Fälle, 
und umgekehrt 

^ Anmerkung. Wir haben im Vorstehenden diejenigen Formeln entwidcett, 
die zar Auflösung der sphärischen Dreiecke dienfln ktaiiMi und »i didiem Zwe^e 
Tdlkommen hinreiehen. Es yentdit sieh gani von sdbst, dass man dnrcb Ver^ 
bindungen der erhaltenen Formeln, in thnÜeber Weise wie in |. 5 weiten Fonneln 
eAalten könne. Wir wollen, da wir solelM Fonneln hier nioht braodien , von der 
Ableitnng derselben Umgang nehmen. Zar üebnng mögen dni^ TOigelegt wer* 
den, indem dabei anf eine Abhandlnng des Verfiwsers in CTrnnerts ArehiT TU. 7» 
S.234 verwiesen wird, wo, auf einem Torsehiedenen Wege, eine Menge solcSier 
Formeln abgeleitet wnrde. 

1) cos a sin b sin A = sin a cos b sin A cos C sin ä cos A sin C, aus (4) und (2). 

2) tin A =8inB cqs C cos e4~cos B sin C cos a cos c -f- sin asin c sin C, aus (2) und (4). 
8) siTi a cos A = — sinaeosB cos C-f-cos a sinbsin A BinC, ans (4) and Nr. 1, 

oder (2) und (7). 

4) cos a sin A = cos b cos c sin A -f" sin a sin c cos A sin B, aus (1) und (2). 

5) sin a ^n b --{- cos a cos b cos G = sin A sin B — cos c cos A cos B, ans (2), 
(1) und (7). 

6) cosacosB = cos c sin C sin A — sincsinbeosC — cos b cos c cos A cos C, aus 
(1),(7), (2). 

7) cosAcosBsinC = — sin A cos B cos C cos b — c9sAsinBcosCcosa-i~&ü) A 
da B sin C eos a cos b, ans (7). 

8) fiosA = eosaaiabsiBe—tinaeeibdttecoaO— itnaainbcoaeeosC^eoea 
eoabeoeeeosBeoeC-f-eoebeMorinBainC, aas (7), (1), (4). 

Q. S. W. ^ 



Digitized by Google 



232 

§.8. 

Wir haben im Vurstehenden keinerlei spezielle Voraussetzung in 
Bezug auf die Grösse der Winkel oder Seiten gemacht; doch mag 
es hier von Interesse seyn, den Fall zu imtersuclien» wenn Seiten 
oder Winkel = 90° sind. 

1) Sey A = 90^ so folgt nun : 
cosasscosbcoBcaasO), cotgC^cotgcsinb, 



ans (5) 



sin b = sin a sin B aus (3), cotg B = cotg b sin c, 

sin c — sin a sin C aus (3), 

tgb — tgacosG, \ cosasinB = cosbcosC, j 

cos b ßin c = sin a cos B, ( cosasinC = cosccosB, f .«v 

„ /auß(4), , . >aus(6), 
tgc = tgacosB, 1 coßbsmC = co8B, 1 

coBcsinb = 8inaco8C / cosc8inB = co8C / 

1 = tgB tg G cos a aus (7). 

Ans den Gleichungen cotg B = cotg b sine und cotg C = cotg c 

sin b, folgt, weil sin b und sin c positiv sind, dass wenn B < 90* 

auch b < 90°; wenn B > 90° auch b > 90° und umgekehrt. Eben 
so verhalten sich C und c; man hat also : 

B^90»aucbb^90«, C=90*ancbc^90'. 

Diese Beziehungen folgen übrigens direckt aus §. 7. IstB < 90°, • 
so ist, da A = 90«, A+B < 180^ also a + b < 180"; da ferner 
B < A, so ist auch b'< a, also muss nothwendigb < 90^ da sonst, 
wegen a > b, a + b > ISO* wäre. Ist B = 90*, so ist A + B 
= 180®, also a -f- b = 180°, und da A = B, so ist auch a = b, also 
a = b = 90°; ist endlich B > 90°, so ist A + B > 180°, also 
a-j-b >280°, und da B > A, so ist auch b > a, mithin b > 90°, 
da für b < 90°, und a < b, a + b < 180° wäxe. In derselben Weise 
tindetman die Beziehung zwischen G und c. 

Aus der Gleichung cosa=cosb cos c folgt, dass a < 90^ seyn 
wird, wenn b und c beide < 90* oder beide > 90* sind; a wird 
= 90^ seyn, wenn b oder c es ist; endlich a > 90*, wenn eine der 
Seiten b und c grösser, die andere kleiner als 90° ist. 

2) Sey A = 90°, B = 90°. -Nach §. 8 ist alsdann auch a = b, 
also da A + B 1 80°, mithin auch a -f b = 180' , ist a ^ b = 90**. 
Da femer die Gleichungen, in Nr. 1 immer noch gelten, wenn nor 
B ss; 90* gesetzt wird, so ist jetzt 
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coscs^cosG, 8iiic = BmG, ' 
also c = C, wobei jedoch C (wie c) willkülirlich bleibt. Man wird 
sich, wenn man diesen Fall durch Zeichnung darstellen will, leicht 
überzeugen, dass die Spitze C der sogenannte Pol des durch AB 
gehenden grössten Kugelkreises ist» d.h. derjenige Punkt» der von 
letztem Kreise nach allen Kichtiingen nm 90® absteht. 

Von den Gleichungen in Nr. 1 smd keine beizubehalten» ab die 
eben ^gegebenen, da f&r A = B = a = b = 90® alle andern iden- 
tisch erföllt smd. 

3) Ist A = B = C = 90°, so folgt aus Nr. 2, dass auch a = b 
= c = 90Mst. 

4) Sey a = 90^ so hat man: 

tgbtgccosA = — 1,1 co8b = — tgCcotgA,j 

cos b = sine cos B, \aus(l). cotgb==8!nCcotgB, f ... 
cosc=8inbco8 0. ) - cosc = — tgBcotgA»! 
sinB = sinb8inA, 1 . . cotge=:8inBcotgC. ) 
sin C = sin c sin A. ( ^ cosb sin A = cosB sin C,| 
cosbcosC= — sine cos A,| coscsin A = cosC sinB,( 

cosBcosc = — sinbcosA.j cosA = — cosBcosC aus(7). 

Aus cos b = sin c cos B» cos c = sin b cos C folgt wie in ist, 1» 
dass wenn 

b = 90°auchB = 90S c=90"auchC = 90* 

und umgekehrt sey» velche Beziehungen übrigens auch ans §. 7 di- 
rekt abgeleitet werden können. 

5) Sey a = b = 90*, so ist nach §. 7 auch A = B = 90* und 
man hat den Fall Kr. 2; dessgleichen Xr. 3, wenn a= b = c = 90*". 

6) Sey A = 90", a 90^ Aus ( J ) folgt jetzt : 

b = cosbcosc, 

d. h. entweder cos b = 0» oder cos c = 0, mithin entweder b = 90^ 
oder c = 90^ Ist nun b = 90^, so ist nach Nr. 5 auch B = 90^ und 
C = c; ist c = 90^ so ist auch G = 90* und B = b. Also wird jetzt 
das Dreieck nothwendig zwei rechte Winkel haben, also der Fall 

2 oder 5 eintreten. « 



Digilized by Google 



234 Zyntkm AhidinUt 



Zweiter Abschnitt. 

Auflösung der sphärischen: Dreiecke. 

§.». 

In einem sphärischen Dreieck sind die drei Seiten a, b, c gegeben; 
man soll die drei Winkel A, B, C desselben berechnen. 

(Diese Aufgabe ist offenbar identiseh mit der: ans den bekann- 
ten Kantenwinkeln einer dreiseitigen Ecke die ihnen entgegenat^e- 
banden Flächenwinkel zu berechnen. Aehnliches gilt f&r die folgen- 
den Fälle.) 

Die Reclumng wird nach den Fonnehi (2) in §. 4 zu fuhren seyu, 
worin die Werthe tg^A, tg^B, tg^C im Allgemeinen das sicherste 
Besnltat geben. Wenn man jedoch will, so kann man ganz direkt 
die Formeln (1) anwenden. Man hat 

cos a = cos b cos c -|- sin b sm c cos A. 

Alan bestimme nun den Winkel a so dass ' 

4!0SbC08C 

tga= — : y coßbcosc = 8matgflr, 

sma ^ 

seist ^ . Cosa — cosbcosc cosa — sinatga 

cos A = = — 

^ sin b sin c sin b sin c 

_ cos a cos a — sin a sin a cos (a -f- a) 

sm b sin c . cosa bin b sine cos a 

Eben so wenn 

' ^ _ cosa cos c cosacosb 

smasuccos/^ surasmbcpsy 

Ist eine der gegebenen Seiten , z. B. a = 90^ so hat man zur 

Bestimmung der Winkel nach §. 8, Nr. 4 : 

cosb cosc X V A 

cosB = — cosC = -^-r» C08A = — cotgbcotgc 

sni c sin b « o 

oder dieselben Formeln wie vorhin. Wir wollen nun einige ßei- 
ßpieie berechnen. 

1) a = 72*'14'26", b= 110" 18' 20", c =r 48"50'42''. 
8 = 4(a+bH-c)=116Ul'44". 
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s^a = 43«27' 18". s— b = 5*23'24", s — c = 66«61'2 



log sin (s — b) = 8-9728263 

lüg 6\u (s — c) = 9-0635435 
Elog8ins = 0 0452217 
E Jog sin (s — a) = ü- 1 625475 



log sin (s — a) rr= 9-8374524 
logsin(s — c) = 9-9635435 
E log sin 8 = 0-0452217 
Elog8m(s— b) = 1-0271746 

20*8733922 
logtglB = 10-4366961, 
iB = 69*64'17-7" 
B = 139* 48' 35-4" 



i9-1441380 
log^g4A = 9-5720690, 
^A==20*28'16-8" 
A = 40*56' 31 -7" 

log sin ( s — a) = 9-8374524 
log sin (s -b) = 8-9728253 
Elogsinß=: 0-0452217 
E log Bin (b — c) = 0 0364564 

18-8919558 
logtglGr= 9-4459779 
iC = 15«36'6^7" 
C = 3ri2'13-5" 

2) a = 90", 1)^ 133°0'18", 0 = 122^)' 43". 

log cos b = 9-8338239 (— ), log cos c = 9* 7243545 (— ), 

E log sin c = 0-0716361 E log sin b = 0-13 59077 

log cos B = 9-9054600 (—) log cob C = 9 8602622 

B = 143*33' 0-7". C = 136,*27'30"* 

iogcotgb = 9-9697319 (— ) 
log cotg c = 9-7959906 (— ) - 
log cos A = 9-7657225 (— ) 
A = 125** 40' 0-9". 

3) a = 90^ b= 90«, c = 87 "24' 36". 

s = ^ (a + b + c) = 133*^42' 18". 
6 — a = 43° 42' 18", 8--.b = 43''42'18", s — c = 46M7'42". 
log Bin (s — b) = 9*8394438 log sin (b a) = 9*8394438 



log Bin (b — c) = 9-8590823 

E log .sin 8 = 0-1409176 
E log sin (s — a) = 0 1 605562 

19-9999999 
log tglA = 9-9999999 
, iA = 45«, 



log sin (s — c) = 9-8590823 

Elogsin 8 = 0-1409176 
E log sin (s — b) = 0 • 1 605562 

19-9999999 
log t<:U^ = 9-9999999 
iB = 45^ ^ 
B = 90« 



Digilized by Google 



236 Zweiler AbNinilt 

log sin (b — a) = 9-d3944d8 
log Bin (8 — b) 9-8394438 

EIogsms = 0'1409176 
E log siü (s — c) = 0-14091 76 

19-9607228 
logtg^C = 9-9803614 
^0 = 43^42' 18" 
C = 87*24'36"(§.8Nr;3). 

Zur Uebaog legen wir vor: 
c a = 47*46' 39", b = 69 ^49' 19*', c = 80» 17' 36", 

l A = 48°24' 56", B = 71« 29' 46", C = 95*' 13' 26". 
t a=:120»55'35", b = 85<»36'50", c=59«55'10", 
i A = 129« 47' 56", 13 = 63« 15' 12", C = Ö0«48' 20". 
Zur Kontrole der richtigen Rechnung wird man etwa die For- 
meln (9) in §. 6 oder auch (3) in §. 4 benutzen können. 

§. 10. 

In einem sphärischen Dreiecke sind alle Winkel gegeben; man 
Süll die drei Seiten berechnen. 

Für diesen Fall dienen die Formeln (8) in §. 5. Ist einer der 
Winkel, z. ß. A ein rechter, so kann man sich derselben Formeln 
oder der in §. 8 Nr. 1 aufgestellten bedienen. 

1) A = 69»4'26",B = 94»23'10", C = 120»4'Ö0". 
S = i (A +B + C) = 136*46' 12-5" 
S — A = 77*41'47'6", S — B = 42*23' 2-5", S— C = 16«41' 22-6" 
log cos S = 9-8624961 log cos S ^ 9-8624961 

log cos (S — A) 1= 9\S285623 log cos (S — B) = 9-8684348 
E log cos (S — B) = 0- 1 3 1 5652 E log cos (S — A) = 0-671 4376 
E log cos (S — C) = 0-0186931 E log cos (S — C) = 0*0186930 

19*3413167 20 4210615 

log tglar= 9*6706583 logtg^b = 10*2105307 

J a = 28» 6' 1 "77" b = 68* 22' 24-57'f 

a = 50* 12' 3-5" b = 1 1 6** 44' 49" 1 " 

IogcosSr= 9-8624961 
log cos (S — C) = 9-98 1 3069 
E log cos (S — A) = 0*6714376 
E log cos (S — B) = 0' 1315651 ' . 

20*6468057 
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logtgic= 10*3234028 
ic==64»36'49-9" 

er::: 129^1 l'39-9" 

2) A = 90°, B = 6,ri5'12", C = 136° 33' 39". 

log cos B = 9-6532654 log cos C = 9*8536947 (— ) 

E log sin C =£1548088 ElogftmB = 0 0491460 

log 008 b = 9*8080702 logco8 o = 9*9028407 (— ) 

b = 60»0'0" c = i43'f' 10*6" 

log cotg B = 9*7024034 
log cotg C =J 0-0085027 (—) 
log Cosa = 9- 71 09061 (— ) 
a=120°öö'34". 
Zur Uebung legen wir vor : 

JA = 40" 56' 3 1-8", B = 139*'48'35*4'' C = 31" 12' 13-6", 
j a = 72» 14' 26", b = 1 lO* 18' 20", c = 48* 60' 42". 
jA = 90* , B = ö0»2' 1", C = 92*8' 23", - 
ja=:9lMr'40". b = 50»0'0'„ c =92*47' 32". 

Auch hier könnte man durch Einführung von Hiltswinkeln die 
Aufgabe lösen. Mau hat nämlich: 

cos A -f - cos B cos C 
smBsinC 

man bestimme nun a ans 

cos B cos C 

tga = ;— T — , 

^ smA 

80 lai cosA-l-BÜiAtga cos( A — «) 

cos a = , — ; — = 

sin B sin C sin B sin C . cos a 

Eben so wenn 

^ cos A cos C cosAcosB 

Sin Jd sin \j 

, C08(B— jJ) 808(0— y) 

C0sb= . A » /I a» C08C= . A ' T> • 

smABmCcos/r smAsmBcosy 
§. 11. 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben zwei Seiten b, c 
ne'bst dem von ihnen gebildeten Winkel A; es sollen die übrigen 
Stücke fjefunden werden. 

Aus den Formeln (10) in §• 6: 



r' 
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folgt A (HH-C) und ^ (B — C), woraus dann B und C erhalten wer- 
den. Die felilende Seite a kann man aus einer der tblgeaden For- 
meln, die aus {9) und (10) sich ergeben, ableiten: 
^ cos^b — c) C08j(b + c) . 

* 8inJ(B-j-C) ' cos{CB-|-C) 

sin^a= — ^cosiA = ^'°K^+^ gipt^^ 
' Bin|(B — C) * eos)(B — C) * 

. ..u I ^ cosKB + C) ^ . sin4(B + C) 

^^*" = ^*^^+^>- cosKB-C) = ^t<^-^>' smI(Bl-C) - 

Für b -I- c = 180^ ist aucli (§. 7) B -\- C = 180°, ^ (B -j- C) = 90^ 
so dass man bloss \ (B — C) zu berechnen hat (wobei b > c voraus- 
gesetzt werde.) Für b = c ist auch B — C, also B + ~ 2 B, 
B*— C = 0. Die erst e Formel gibt in diesem Falle B. (§. 7 Formel (1 1)). 

' Ist A = 90^, 80 kann man immerhin in derselben Webe ver> 
fahren, oder auch die Formeln des §. 8 anwenden: 

cos a =: cos b cos c, cotg G = sin b cotg c, cotg B = sin c cotg b. 
Will man im allgemeinen Fall a direkt erhalten, so hat man 

nach (1 ) : ' 

cos a = cos b cos c -|- sin b sin c cos A. 

Man bestimme nun a durch die Gleichung ' . 

tga = tgbco8A, sinbcosA = coabtga, 

so ist 

. I . Li cosb^ » . . 

co8a = cosbcoBC+smccosbtffa= (cosccosa+Bu><!Buia> 

cosa 

cos b . cos (c — «) 

cos« 

Man kann noch eine zweite Hilfsformei zur Bestimmung von a 

in folgender Weise apfstellen: * 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 

= cos b cos c + sni b sin c (1 —2 sin A) (erste Abtiilg. §. 1 4) 

= cos b cos c -|- sin b sin c — 2 sin b sin c sin ' ^ A 

= cos (b — c) — 2 sin b sin c sin A. 

Also 1 — 2sin'^a=: 1 — 2sinU(b — c) — 2sinbsinc8iu' j A 

sin ^ J a = sin ^ i (b — c) -f - sin b sin c sin * f A. 

Man bestimme nun ^ so, dass 

siiliA V sin b sine ... . , , -..i 2 
tgy = — ^. f. — r-r — t smbsmcsm'^A — sm*^(b — c)tg'y, 
sm • \v c^ 
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80 ist N . , . 2wu xri I ^ 2 1 sin'Ub — c) 0 

, . sin 4 (b — c) 
8in4a= — ^-^ , 

cos 9 

wenn 9) zvsischen 0 und 180** gewählt ist, in welchem Falle cos <p 
lind sin ^ (b — c) dasselbe Zeichen haben. Für b = c wäre ewfach 
sin'la = sin'bsin'IA; sin } a=:Binbsin|A, wie sich auch ans 
sin \t I b^^ c^ 

sin I a = _ sin i A für b = c, also B = C findet. 

' Auch die zwei Winkel B und C könnten vermittelst Hilfswinkel 
berechnet werden. Man hat nämlich nach (5): 

- T» cotgbsinc — cos c cos A ■ cotgcsinb — cosbcosA 

cotg B = . cotg C = — 2 

sinA smA 

Man bestimme nan ß und y (zwischen 0 und 180*) durch die 

Gleichungen: 

tg/9 = cos A . tgb, tg y' cos A . tg c, 
also cotg b=s cos A cotg ^, cotg c = cos A.cotg^, 

so erhält man 

^ cotgAsin^-^)^ ^ ootgA^inCb-jr) 

sin/^ ' siny 
b= 140» 7' 56", c = 9r47'40", A ■= 129''57'59", alsoKb+c). 
= 110*67' 48",J(l> — c) = 24«10';8", iA=64*68'56-6". x 
logcos ICb — c) =r 9-9601579 log sin i (b — c) = 9*6121772 
log cotg i A = 9*6690051 log cotg { A = 9.669005 1 

Elogeos Ub + c) =0'3587273(— ) E log sin ^ (b + c) =r 0'0462042 
log tg KB + C ) = 9 • 98789 13 ( -) log tg - C) = 9*3273865 
KB + C) = 135*47' 55-2" - C) = U"59'6l-6" 

log tg Kb — c) = 9.6520 1 92 
logsin4CB + C) = 9-8433460 
E log sin t(B — C) = 0 '68 2 20 

logtg4a= 10-1775706 
4a=66»23'69-8" 

a=112"47'59-6'' 
f(B + C)= 135^47' 55.2" 
KB — 0= 11°59'51'5'' 
durch Addition : B = 1 47" 47' 46-7" 
durch Subtraktion : C = 123* 48' 3*7'' 
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Zur Uebnng mögen dienen: 

b = 116*44'49", c = 129•ll'40'^ A=69»4'26", 
B = 94*23M0^ C = 120*4'50", a = 60»12'4". 

I b = 1 29" 57' 59", c = 87" 5 1 ' 37", A = 88" 12' 20", 
jB = 130"0'0", C^87M2'28", a = 90". 
b=:50''0'0", c^92°47'32", A = 90^ 
!B = öO"2'l^ C = 92"8'23", a= 91^47' 40". 

§. 12. 

In einem spliAriscIien Dreiecke sind gegeben eine Seite a und die 
zwei an ibr liegenden Winkel B, G; man eoU die übrigen Stücke 
berechnen. 

Aas §. 6 hat mau, weun B > C: 

^ , cos KB — C) ^ , ' . 8ini(B — C) 

tgKb + c)== ^^^^(^,^C) tg^a, tgi(b-c) = ^|^^^^j tgia; 

bieraas erb&lt man t(b+o)» )(^~c)> ^ c; der Winkel A 
^ergibt' sieb dann nacb (9) in §• 6; wenn man dort cos } A« sin } A 
oder tg f A bestimmt. 

Man kann den fehlenden Winkel A übrigens auch direkt finden. 
Aus (7) folgt; - - 

eosA = — cosB cos 0 + sin B sin C Cosa; 
man bestimme nun den Winkel (p so dass 

tgy=tgBG0sa, sinBoosascosBtg^^ 

so ist 

cosB 

C08A=— cosBcos C+sin C cosB tg 9) —^^^ (s"* C sin y — cos Ccos y ) 

C08Bc08(g>-|"C) 

^ cos y 

Die Seiten b.andc liessen sieb ebenfoUs in anderer Weise finden. 
Ans (5) folgt: 

cosacosC+sinCcotgB ^ cosacosBH-nnBootgC 

COtgb= : 2_ cotgC=: 7 

man bestimme also die Winkel ß der Art, dass 

^ Cosa cosa 

SO ist 

X 1- cotg a . cos (C — : a) ^ cotga.cos(B — ß) . 

cotgbs — 2 i-^, cotgc = — ^2 3 

^ Cosa ® cos/? 
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Ist a=:90^ BO hat nun nadi §.8 Nr. 4: 

eotgb=8mOeotgB, cotgc = smBcotgC, cosA= — cosBooaC. 
FürB = C ist auch b = c uod also : 

^ C08.B 

wocans b (nnd also vaek c) folgt. 

Da die Beohnuig ganz der in §. 11 Slinlieli ist, so mSgen biete 
Beispide zar üebang vorgelegt werden. , 
a = 120*65'S6";B = 63*16'12^ C =:60«48'20". 

A=129M7'56", b = 85»36' 50", c = 59<'öö' lü". 
a = 9üM3==143"33', C = 136°27'30", 
A = 125 » 40', b =; 133« 0' 18", c = 122« 0' 43". 

§.13. 

In einem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten und ein Winkel 
gegeben, welch letzterer einer der gegebenen Seiten entgegensteht, 
also a, b, A; man soll die übrigen Stücke des Dreiecks daraus be* 
rechnen. 

Man bat zunächst nach (3): 

. , sin b sin A 

sm a: sm b = sm A ; sm B, sinB = : . 

ama 

Ans dieser Formel ergeben sich zwei Werthe von B, wovon der 
eine zwischen 0 und 90**, der andere zwischen 90 und 180° liegt 
(vergl. erste Abtlilg. §. 27). Wir müssen hiebei nun folgende drei 
F&Ue unterscheiden : 

1. a+b < 180^ also auch A+B < 180^ (§. 7.) 

/a < b, also auch A < B, mithin B spitz oder stumpf 

1)A<90V (zweideutig), 

ja = b, also auch A = B, mithin B < 90 (unzweideutig), 
(a>b, „ „ A>B, „ B<90^ 

ia < b, also auch A < B, ist unmögl., dasonstA+B > 1 80* 
a=b, „ . „ A=B, A+B=180», 
a>b, » A>B, mitfainB< 90"^ (unzweideutig). 
ta<b,alM>«oeliA<B,iBtnimi0gl.,daBOBztA-+-B>I80^ 
S)A>Wa=b, „ « A=B,„ „ „ A+B>!80^, 

(a>b, „ „ A>B,aleoB< 90* (unzweideutig). 

DlCayer, sphiriadn Trifonometnc. 16 
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II. a-(-b=: 180", also auch Ä+B^ 180*. 

!a < b, aisoaucli A < B, alsoBniir&lniiipf, damit A+B - 
= 180« (unzweideutig), 
a==:b, also auch A B, ist unmögl., da sonstA+B < 1 80°, 
a>b, „ „ A>B, „ , ,„ „ A+B<180°. 

!a<b, al80aQchA<B, unmögl., da sonst A-|-B> 180*^, 
a=b^ n n A=B»al8oB = 90<>(aMW«deatigX 
a>b, n M A>B,B]Uiiöglicli,da80ii8tA+B<180^. 
la<b, also auch A< B, unmöglich, 4a sonst A-j-B > 180*^, 
3) A<wja=b, „ „ A=B, „ ,„ „ A+B>180», 
N fa>b, „ „ A>B, inithinBbloss<90°(unzweidtg.). 

III. a + b > 180^ also auch A + B > 180'. 

. a<b, also auch A<B,aUoB > 90° (unzweideutig), 

1) A<90*)a=b» „ „ A=:B»imm5glich,da60D8tA+B<180°. 

|a>b, « « A>B, n t « ^ A+B<180*, 
la<<b, also anob A < B, B > 90* (iiiizweideutig), 

2) ,A = 90° a=b, „ „ A = B, unmögl., da sonst A+B = 180". 

fa>b, „ „ A>B, „ ; A-hB<180\ 

( a<b, also auch A < B, B > 90° (unzweideutig), 

3) A>90Na=b, ^ ^ A = B,B>90» 

(a>b/ n >^ A>B, B kann beide Werthe haben 

. • (Kweidentig). 

MitMn bat mm aweidentige Fl^Ue nnr, wenn atagleicb: 

a+b<180°, A<90°, a<b; odera + b > 180°, A>90°, a>b. 

In diesem Falle ist aber die Auficisungnothwendig zweifach- Aus 

, ^ sinbsinA 
8inB=^ 

sma 

folgt fär A < 90°, a < b, a + b < 180°» nothwendig ein spitzer 
'Winkel der grosser ist.al^ A, ala(^ ein stumpfer» kleiner als 
180^ — A; mitboi betifigt der stumpfe Winkel B mit dem Winkel 
Anoch nicht 180^ ^ 

Für A > 90^ a > b,. a + b > 180° folgt für B ein stumpfer W in- 
kel, kleiner als A, also ein spitzer grösser als 180° — A, mithin 
beteägt der spitae Winkel B mit dem Winkel A mehr als 180°. 

. iNatArlidi kann es sieb ereignui,. dass bei beliebig gevftblteB 
Angajbeki ein Dreieck amnOglidi wird (veigL erste Abthlg. §. 27). 
Es wird diesg gesehehen, wenn sinB > 1 ansOlH. i 
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Hat man B berechnet, so kennt man jetzt in dem Dreiecke a, b, 
A, B und findet c, C aus den Formeln (10) des §.6. Sind beide 
Wertlie von B zulässig gewesen, so erhält man natärlich aach zwei 
Dreiecke zur Berechnung. 

Sey a.B.a = 3T48' 20", b = ö0*32'40^, A = 40»36'60". 

log sin A=: 9*8135531 

E log sin n = 0-2125510 

^ log sin B = 9*91 :i7876 

15504.47.4// 

. (124^55'12•6" 
Es gibt also in diesem Falle zwei Dreiecke, in denen a, b, A 
dieselben Werthe hab^. 
Für das erstere ist nun: 

J(b+a)=44''10'30",i(b— a)=6*22'10",t(B-^A) = 7"13'58-7", 

UB-f-A)^47"50'48-7" 
log sin ^ (b + a) = 9-84314()7 log sin^B - A) = 9'8700255 
log tg \ (B — A) = 9-1035098 log — a) = 9-0477731 

ElogsinKb— a) = 0'96491^9 E log sin KB ~ A) = 0*8999599 
logcot^t = 9*9015664 logtg^c sr 9*8177585 

J C = 51« 26' 1 7*6" i c = 33^ 18' 59*7" 

0=102*52' 35-2" c==66*3r'69-5" 
für das zweite ist: 

J(b+a)=44° 10'30", Kb— a) =6"22' 10", \ (B— A) = 42*9' 1 1 -3", 

KB + A)== 82^46' 1-3" 

logsini(b + a) = 9*8431407 logcos^B-fA) = 91 000400 

log tgl(B — A) = 9-9567711 log tg4(b-f a) = 9*9874915 

E log sin t(b — a) = 0*9549159 E log cos UB — A) = 0*1299746 

log cotg^ C = 10*7548277 log tg } o = 9*2 1 75061 

iC = 9'58'27" 4c = 9"22'll-5" 

C=19'ö6'54'' c=18*44'23". 
- • 

§.14. 

In einem apharisoken Dreieck sind gegeben eine Sdte a, ein ihr 
anliegender Winkel B, nnd der ihr gegenubmtehende A; die übri- 
gen Stücke desselben zu bestimmen. 

Man hat 
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. - . , sinasinB 
8inA:8inB = 8ma:8mD, 8m o = — — • 

Hieraus folgeil wieder zwei Werthe von b, und man inoss, wie 

in §. 13 folgende Fälle unterscheiden : 

I. A + B < 180°, also auch a + b < 180^ (§. 7.) 
/A < B, also ai^h a < b, mithin kann b beide Werthe haben 



\ (zweideutig), 



^^^'^^^U =B, al8oaoclia=b*mithinb < 90*(mizweideutig), 
(a>B, „ „ a>b, „ b<90^ 

!A < B, al80 auch a < b, unmöglich, da sonat a -f- b > 180^, 
A = B, „ „ a = b, „ , „ a-|-b = 18a*, 
A > B, „ ^ a > b, b < 90** (unzweideutig). 

!A < B, „ » a < b, unmöglich, da son8t a + b > 1 8ö°, 
A=B, „ « a=b, „ ,nn aH-b>180», 
A>B, « n a>b,b< 90" (unzweideatig). 

n. A+B=180*, al8oaaclia+b=:180". 
^A < B, also aucha < b, alsob > 90", damita+b = 180* 
l^ ^On») (unzweideutig), 

1 ja<.»u U _ a^ßij a = b, unmögUcb, da8on8t a + b < ISO*, 
(a>B, „ „ a>b, fn n a+b<180^ 

(A<B, n , n a<b, „ ,„ „ a + b>180'», 

2) a=:=90*jA=B, « » a=b,b = 90P (unzweideutig), . 

(A>B, n n a>b,unmOglicli»da8on8taH-b<180*, 
(A<B, „ „ a<b, „ ,„ „ a+b>180% 

3) a>90°A3=B, „ „ a-^b, „ ,„ „ a+b>180% 

(a>B, „ „ a>b,b< 90° (unzweideutig). 

m. A+B>180^a^-b>180^ 
/A < B» aUo aucha < b, b >90', da aonata+bnicht > 180*" 
1 (unzweideutig), 

1) a<90 U ^B,abo aucha =:b,unniAgUch, dason8ta+b< 180*» 

(a>B, „ „ a>b, „ , „ „ a+b<180*. 
LA < B, aboaucha < b, b > 90° (unzweideutig), 

2) a=90®<A = B, „ „ a=:b, unmöglich, dasonst a + b = 180% 

(a>B, n-n a>b, „ ,„ „ a+b<180% 

!A<B, « n a<b,b> 90" (unzweideutig), 
A=B, n n a=b,b> 90^ (unzweideutig), 
A>B, y, i> a>b, bkami beide Werthe haben Czvpf- 



deutig). 
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Zweideutige Fälle treten also nur dann ein, wenn gleichzeitig: 
A+B < 180^ A < B. a < 90«; A+B > 180^ A > B, a > 90^ 

Dass aber diese Fälle wirklich zweideutig sind, ergibt sich wie 
in §. 13. 

§. 15. 

Die in den §§. 9 — 14 behandelten Fälle umfassen die vollstän- 
dige Auflösung der sphärischen Dreiecke. Wir haben das recht- 
winklige Dreieck keineswegs davon abgesondert, da dasselbe natür«- 
lieh unter die allgemeine Regel fallen muss, wobei wir freilich mei- 
sten^ diesen besendem Fall noch besonders erörtert haben. 

' Will man die Fälle des rechtwinkligen Dreiecks Speziell zusam- 
mengestellt sehen, so kann man sich folgende Tabelle machen: 

Sey A der rechte Winkel , also a die Hypo- 
thenase, b, c die Katheten, so hat man: 

1) Gregeben b, c d. h. die beiden Katheten. 
(Allgemein gelOst in §. 11.) 

co8a=cosbcosc, cotg C = cotg c sin b, 
cotg B = cotg b sin c. 

2) Gegeben a und b, d. h. die Ilypothenuse 

und eine Kathete. (Gelöst in §. 13, wenn A = 90°, wobei dann für 

a-f-b < 180", nothwendiga>b, B < 90®seyn muss; für a+b = 180' 

nur a = b, B = 90' ; für a + b > 180", nur a < b, B > 90' seyn kann.) 

Cosa , sinb 

cosc = — r, cos C = cotgatgb . smB = -; — , 
cosb ^ " sina 

(B=90', wennb^90*, §.8). 

3) Gegeben B, C d.h. die beiden andern Winkel. (Gelöstiu§. 10). 

X T» X cosC , cosB 

cos a = COtgB cotg 0, COSC = -T-zr, C08b = -r- 

smB ' smC 

4) Gegeben b, C, d. h. eine Kathete und der ihr anliegende Win- 
kel. (Gelöst in §. 12.) 

r> i. • n X X COtgC 

cosB = cosb8mC, tga=— cotÄC=— ~r-. 

cosO ® smb 

5) Gegeben a, B , d. h. die Hypothenuse und einer der an ihr 
liegenden Winkel. (Allgemein gelöst in §. 14, woA = 90°. Für 
B < 90', also A+B < 180', also A > B, ist dort, wenn a < 90\ 
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atich t< 90*; W6nHÄ=: 90*. b < 90?; wenna > 90», b < 9(>*. Fttr 
B=9(^, al8oA = B]Laim mir a=b = 90*8eyii. F0rB>90*, alio 

A 4- B > 180«, und A < B, ist wenn a < 90^ b > 90* ; wenn a = 90*, 

i) > 90°; wenn a > 90^ b > 90"). 

cotgC.==tgBcoBa, tgc = tgaco8B, 8iDb = 8ioa8inB. 

(b = 90«, weunB = 90*'> 

6) Gegeben b, B d.h. eine Katbete und der ihr entgegenstehende 
Winkel. (Gelöst in §. 14, wenn man dort die Buchstaben a, b and 

A, B vertauscht. Da dann A = 90', also wenn A-|-B < 180° seyn 
soll, B < 90°, mithin B < A, so wird, wenn b < 90°, a zwei Werthe 
haben und b aber nor <90° seyn dürfen; für B = 90°, also A + B 
= 180°,B=A,kannnarb==as=90*'8eyn; färB>90^ alsoA+B 
> 180*, B > A, kann nur b > 90* seyn, nnd a hat zwei Werthe). 
sin b 

Bina=~:-T;) cosG = tgbcotga, tgc = tgacosB. 
smB * " o o -o 

a ist absolut zweideutig, ausser wenn b = B. 

Hat man ein wirkliches Dreieck vor sich, und will gewisse feh- 
lende Stficke ans gewissen gemessenen berechnen, so wird diess na- 

* 

tOrlich nach dem Obigen keiner weitem Schwierigkeit nnterliögen,^ 
und man wird auch von Tom herein versicfaert seyn, dass das so 

berechnete Dreieck wirklich bestehe. Denn die gemessenen Stücke 
sind — der Annalime nach — aus einem wirklichen Dreiecke ent- 
nommen und sind in genügender Zahl , um das Dreieck zu bestim- 
men; die berechneten Stücke sind ans Gleichungen gefunden wor- 
den, welche jedenfalls richtig sind, und denen die Stücke des vor- 
handenen Dreiecks genügen; man wird also natürlich nichts Ande- 
res erhalten kOnnen, als eben diese wirklich bestehenden Stücke. 

Da man in den Anwendungen es begreiflicher Weise nur mit 
wirklich bestehenden sphärischen Dreiecken zu thon haben kann, 
so versteht sich ganz von selbst, dass man die in diesem Abschnitte 
ans emander gesetzten Anflösungsmethoden ohne weitere Bedenk- 
lichkeit wird gebranchen> dürfen. 

Wählt man jedoch die Angaben , nach denen gereclinet werden 
soll, beliebig, so^muss man natürlich auf die Fundamentaibeziehiin- 
gen achten, die wir früher angestellt haben. Sie sind : 
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Gmndbezieliuttgea im sphttrischen Dreiecke. 

1) In jedem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten zusanmieD 
grösser als die dritte. (§. 1. Nr. 1.) ' ' 

2) Die drei Seiten eines sphärischen Dr^ecks sind zuBammea 
meiner als 360^ (§. 1 . Nr. 4.) 

3) Jede Seite eines sphärischen Dreiecks ist kkiner als • 

4) In jedem sphärischen Dreiecke smd die drei Winkel sqbmii^ 
grdsser'als 180®. (§. 1. Nr. 5.) 

5) Dieselben drei Winkel sind aber zusammen kleiner als 540^. 
(§. l.Nr.3.) • • 

6) Die DiÖerenz zwischen der Summe zweier Winkel und dem 
dritten Winkel liegt zwischen — 180'' und 180^ (§. 1. Nr. 5.) 

7) Jeder Winkel eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als ISO**» 

8) Dem grossem Winkel eines sphärischen Dreiecks steht ^ 
grössere Seite, und der grossem Seite der giOsaere Winkel ent- 
gegen. (§.7.) 

9) Sind zwei Winkel eines spärischen Dreiecks zusammen grös- 
ser, oder gleich, oder kleiner als 180", so ist die Summe der ent- 
gegenstehenden Seiten ebenfalls grösser» oder gleich, oder kleiner 
9h ISO'. (§.7.) 

10) Ist die Summe zweier Seiten eii|es sphärischen Dreiecks 
grosser, oder gleich, oder kleiner als 180*, so ist die Summe der 
entgegenstehenden Winkel eben so beschaffen. (§.7.) 

11) Sind Seiten (Winkel) einander gleich, so sind es auch die 
entgegenstehenden Winkel (Seiten). Ein gleichseitiges sphärisches 
Dreieck ist also auch ein gleichwinkliges und umgekehrt. (§. 7.) 

12) In einem rechtwinklig sphärischen Dreiecke werden jede 
Kathete und der ihr entgegenstehende Winkel znglefebgkOsser, odet 
gleich, oder kleiner als 90* seyn. (§. 8. Nr. 1.) 

13) Hat ein sphärisches Dreieck zwei rechte Winkel, so sind 
auch die ent|;e^enstehenden Seiten gleich 90°. (§. 8. Nr. 2.) 

14) Hat ein sphärisches Dreieck eine Seite = 90°, so wird jede 
andere Seite und der ihr entgegenstehende Winkel zugleich grösser, 
oder gleich, oder kleiner als 90^ seyn. (§* 8. Mr. 4.) 

* Diess sind die Beziehungen, die man im Auge haben muss, 'wenn 
man Angaben machen will , die wirklichen Dreiecken entsprechen. 
Verletzt man aber diese Beziehnngen nicht, so ka«p man firai 
wählen. Also: , • • ! 
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a) wtnii mm die drei Seiteo einee Dreieoks beKebH^ wiMt, so 
jedoch, das8 die Sfttze 1 — 3 nicht verletzt sind» so ksnn man dar- 
aus immer ein sphärisches Dreieck konstruiren, Jlfkff.' 

also auch berechnen. Seyen AOB, BOC, AOD "^N^ A 
drei Winkel, die den obigen Bedingungen ent- 
Bpreehen; man drehe nun BOC um OB, AOD 
um AO, 80 werden zweiKegelflAchen entstehen, 
die wdtk schneiden veiden, so .dass also die 
Dnrehschnittslinie die dritte Kante der sn bil- 
denden Ecke ist, wenn OB, OA die zwei andern 
sind. Allerdings schneiden sich die zwei Ke- ^ 
gei^^S^u. zweimal, so dass zwei dreiseitige Ecken zn entstehen 
scheinen; da dieselben aber gleiche Kantenwinltel haben, so haben 
_ ne anch gleiche Fiächenwinkei (§. 9), nnd smd also nidit verschie-^ 
den;iremi sie gleich nicht zur Deckung gebracht werden können. 
Die Konstruktion der Ecke ist aber anchKonstruktiun des Dreiecks. 

b) Wählt man die Winkel beliebig, aber so, dass die Sätze 4 — 6 
nicht verletzt sind, so kann man immer damit ein sphärisches l>rei- 
eck (körperliche Ecke) konstrnken. 

Sind A, n C die drei Winkel; 180" — A, 180* — B, 180» — C 
ihre Ergänzungen zu 180°, so werden letztere drei als Seiten be- 
trachtet, den Sätzen 1 —3 genügen (§. 1, Kr. 3, 5). Man kann also 
,mit ihnen, als Seiten ein sphärisches Dreieck koustmiren; also gibt, 
es ein sphärisches Dreieck, dessen Winkel A, B, C sind (§. 1. Nr. 2). 

c) Wählt man zwei Seiten so, dass der Satz 3 nicht verletzt 

ist, und einen Winkel so, dass der Satz 7 nicht verletzt ist, so kann 
man, wenn ersterc zwei den letztem bilden sollen, damit ium^er ein 
Dreieck konstruiren. 

Der Nachweis dieses Satzes Ist höchst einfoeb. Wären m obi* 
ger Fignr BOA, BOC die gegebenen Seiten, so drehe man BOC 

nm BO, bis AOB und BOC mit einander den gegebenen Winkel 
machen; alsdann bildet OC in seiner neuen Lage die dritte Kante; 
AO, OB die beiden andern. 

d) Wählt man zwei Winkel so, dass Satz 7, nnd eine Seite so, 
dass Satz 3 nicht verletzt ist, so kann man damit, wenn erstere an 
letiterer anliegen sollen, unmer ein sphärisches Dreie^ büden. > 
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VemittelBt des Satses in §. 1. Nr. 2 wird diese Behauptung 

aus c) gerechtfertigt. 

e) Wählt man zwei Seiten und einen Winkel, der der einen 
Seite entgegenstehen soll, ohne dass die Sätze 3, 7, 14 verletzt 
sind, so wird man damit höchstens zwei Dreiecke construiren können. 

Seyeo in obiger Figur AOB, BOG die zwei Seiten, der an OA 
Ueg^e» also BOG entgegenstdiende Winkel gegeben. Durch OA ' 
kge man eine Ebene, die mit AOB den gegebenen "^nkel machet 
mn OB beschreibe man, indem man BOG nmOB dreht, eine Kegel* 
fläche, so wird dieselbe die fragliche, oberhalb der Papierebene 
(d, h. der Ebene BOA) befindliche Ebene entweder gar nicht schnei- 
den, oder in einer Geraden, oder in zwei Geraden, oder in einer Ge- 
raden berühren; diese Geraden sind dann ai>er die dritte Kante. 
Also wird nuin entweder gar keine Eeke (sphärisches Dreieck)» oder 
ebe, oder zwei Ecken erhalten kSnnen. 

f) Wählt man zwei Winkel nnd eine Seite , die einem Winkel 
entgegenstehen soll, ohne die Sätze 3, 7, 12 zu verletzen, so kann 
man damit höchstens zwei sphärische Dreiecke konstruiren. Die 
Bechtfertignng dieser Behauptung ergibt sich aus e) nach §. 1. Nr.2« 

Es ist nicht schwer zu fibersehen, dass diese Konstruktionen 
anch mimittelbar anlf die oben angestellten Sätze 1 — 14 fthren 
würden; wir wollen uns jedoch^ da diese filr uns weniger Yon Biter- 
esse ist, dabei nicht aofhalten, indem wir dem Leser fiberlassen, 
sich den konstruktiven Beweis jener Sätze aus Obigem abzuleiten. 



Dritter Absclmttt. 

Beraehming der VUdia des q^ihflriioh«n JMMm, 

§. le. 

* * 

Wir haben seither den Halbmesser der Kugel nie beachtet, wie 
diess auch ganz in der Ordnung war, da die aufgestellten Beziehun- 
gen ja im Grunde doch nur Beziehungen zwischen Kanten und Flä- 
cheowinkeln dreiseitiger körperlicher Ecken sind. Wenn wir aber 
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vtm der Fläche eines sphärischen Dreiecks sprechen, so ist von 
vom herein klar, dass es auf den Werth des HaUunessers biehei 
. wesentiioh ankommt. Wir wetden anter Fläche des sphäri- 
schen Dreiecks nnn d^enigen Theil der Kngelflicbe verstebeii» 

der von den drei Bögen, welche das Dreieck bilden , nnd von denen 
jeder kleiner ist als der halbe Umfang des grössten Kreises der 
♦ Kugel, umschlossen ist. Um dieselbe aber berechnen zu können, 
müssen wir zuerst auf einen stereometrischen Satz zurückkommen. 

£s folgt gans unmittelbar aus §.9, dass wenn in swei 9phäii> 
sehen Dreiecken die drei Seiten gegenseitig gleich sind, auch die 
diesen Seiten entgegenstehenden Wmkel einander gleich seyn- wer- 
den, 80 wie aus §. 10 der umgekehrte Sats sieh ergibt. Die Gleich- 
heit der Seiten (§. 1) zieht natürlich auch die Gleichheit der Bügen, 
welche das Dreieck bilden, nach sich. Zwei sphärische Dreiecke 
nun, deren Seiten und Winkel gegenseitig gleich sind, können eine 
> solche Lage haben, dass sie Mäander decken kdnnen, oder auch 
nicht. Das Erstere ist leicht dnxusehen; vom Letztem wird man 
sich die klarste Vorstellung machen, wenn man sieh in die «drei 
Eckpunkte eines sphärischen Dreiecks die drei Kngelhalbmesser ge- 
zogen denkt, diese dann rückwärts verlängert, bis sie die Kugel 
wieder treÖ'en und durch die so erhaltenen Eckpunkte ein Dreieck 
legt. Das letztere hat mit dem erstem offenbar gleiche Seiten, 
wird aber mit demselben nicht zur Deckung gebracht werden können. 

Zwei sphärische Dreiecke auf derselben Kugel, welche sich 
decken, haben natürlich gleiche Fläche; aber auch zwei Dreiecke, die 
sich nicht decken, wenn nur die Seiten beider gleich sind, habeii 
ebenfalls gleiche Fläche. Dieser letzte Satz wird in folgender 
Weise bewiesen werden können. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, OA, OB, OC die drei vom 
Kugelmittelpunkt 0 aus gezogenen Halbmesser, welche, rückwärts 
verlängert, die Kugel wiedelr in B' C treflbn. Das Kugeldrei-. 
eck A' B' 0' hat nun mit 4B0 gleiche Seiten, kann aber nicht mit 
ihm zur Deckung gebracht werden. Denken wir uns die Sehnen 
AB, AC, BC, so wie A'B', A'C\ B'C gezogen, so wird auch 

SehneAB = A'B', AC=:A'C', BC = B'C' 
seyn, al&o werden die zwei um die (Sehnen-) Dreiecke ABC, A'B'C 
gezogenen Kreise gleiche Ilaibmesaeir haben (erste Abth. 28). 



« 
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Diese Kreise liegen aber auf der Kugelobertiäche, indem sie nichts 
Anderes sind, als die Durchschnitte der Ebe- 
nen ABC, A'B'C* mit der Kngelfläche. Die 
von denselben umscMoftsenen Theile derKi^ 
gelflflche können aber, ivie leicht ersiclitlich, 
snr Deckung gebracht werden, snid folglich 
gleich gross. Zwischen den Bögen AB, AC, 
BC und dem um ABC beschriebeneu kleinen 
Kreise der Kugel liegen zwfeieckige Flächen- 
Btäcke, w eiche mit den entsprechenden zwi- 
schen A'B', A'C'i B'C nnd dem nm A'B'C 
beschriebenen kleinen Kugelkreise liegenden 
znr Deckung gebracht werden können. So 
z. B das zwischen AB und dem kleinen 
Kreisbogen AB liegende, mit dem zwischen A'B' und dem klei- 
nen Kreisbogen A'B' liegenden. Zu dem Ende lege man nämlich 
A' auf B, B' auf A, also A'B' auf BA, was immer möglich ist, da 
AB sc A'B'; alsdanp wird d^ kleine Kreisbogen A'B' auf den klei- 
nen Kreisbogen BA fallen, welche zwei ebenfalls gleich gross sind, 
so dass die Flächenstficke sich decken. Die genannten Flächen- 
stöcke sind also, ihrem Inhalte nach gleich gross , und da die gan- 
zen VQH den kleinen Kreisen umspannten Kugelstücke es auch sind, 
so ergibt sich ganz unmittelbar die Gleichheit der Flächeninhalte 
der Dreiecke ABC und A'B'C 

Seyen femer ABD, ACD zwei Halbkreise grösster Kogelkreise, 
also A und D zwei Endpunkte desselben 
Durchmessers, so bildet die Figur ABDGA 
ein sphärisches Zwei eck, und dessen 
Flache ist offenbar in der KugelHäche so 
enthalten , als der Winkel BAC in 3(30°. 
Bezeichnet man den Winkel BAC mit A, ^ 
und drückt ihn in Graden ans, so hat man 
folglich, wenn r den Kugelhalbmesser be- 
zeichnet: 

Zweieck ABDCA = 
Sey nun ABC ein sphärisches Dreieck, dessen Seiten sämmtlich 




Digitized by Google 



252 Dritter Abschnitt. ^ 

SD ganzen Kreisen verlängert seyen, so werden ^ese Kreise «ieh in 
den Punkten D, E und F nochmals durchschneiden. Die von 
BCFEB umspannte Halbkugel, auf der A liegt, enthält die Dreiecke 
ABC, AEF, ACF, ABE. Nun ist aber leicht zu sehen, dass die 
Dreiecke BGD und A£F gleiche Fläche haben» indem £ in demsel- 
ben Darchmesser mit C, F in demselben mit B» A in demselben mit 
D liegt» was nach dem Obigen die Gleichheit der Flfiehen bedingt 
Somit ist j^Q ^^j, = Zweieck ABDCA = 

^«"^ ABC +BAE = Zweieck OBEAO = 
ABC + ACF = Zweieck ABCFA =; 

somit da 

ABC + AEF+ ACF + ABE = 2 r »TT, 
hat man, wenn mau obige drei Gleichungen addirt: 

.^o=«,.,(m_.),„.,(» tBH^o-^) 

MC=4,- <*tB+C-.80 -) 

d,h. die Fläche des Breiecks ABC verhält sich zur Kugel- 
fläche, wie sich der Ueberischuss der drei Winkel des 
Breiecks über 180* verhält su 720*. 

Diesen üeberschnss pflegt man den sphärischen Exzess zu 

nennen und hat also, wenn er mit E bezeichnet wird: 

»1« u j • t. r^n.E' Y^nE' rVE" 
Fläche des Dreiecks = — — = = ;r-, 

rmcu«uc»A/r«muiL» 180.60 180.60.60' 

je nachdem £ in Graden, oder Minuten, oder Sekunden gegeben ist. 
Oflfonbar kann man kurzweg schreiben (erste Abthlg. §.33): 
Fläche des Dreiecks =r*arcE. (12) 
Da man durch grösste Ejreise ein jedes sphärische Vieleck in 

sphärische Dreiecke zerlegen kann, so ist es leicht, den Ausdruck 
tur die Fläche desselben zu ünden. 

§.17. 

Wie aus der Formel (12) hervorgeht, handelt es sich, um die 
Fläche des Dreiecks bestimmen zu könueo , um die Berechuuug den 
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sphärischen Exzesses. Wir wollen zu dem Ende einige Formeln 
aufstellen, welche dam dienen kdnnen, £ zu bestimmen. Gemäss 
§. 1 schwankt flbrigens £ zwischen 0 nnd 360*. 

Man hat nun» 

A + Ii + C — 180° = E,A4-B + C = 180* + E, J (A +B+C) 

I cosi(A+B + C) = — sm|, 8ini(A-j-B + C) = coß|. 
Daraus folgt unmittelbar: 

sin I = — cos 1 (A + B + C) = — cos 4 ( A + B) CO» 1 C + 

8inJ(A+B)siniC 

cos } (a + b) sin ^ C cos 4 C . cos|(a — bj.sin^Ccos^C «v 

cosic cos|c ■ 

_ sin4CcostC r ,/ Tx 1/ t i\i 
eösfc [^ösKa— b)-Cüsi(a + b)J 

= ^"^T^^^fp , 2 sin J a sin i b (erste Abthlg. §.14) 
cos j c -* 

sin C sin j a sin \ b cos \ a cos|b 

"~ cos Jcco8^acos|b 

• _ jsina.^sinb.sinC (.v^^^^ri^^ 

costftcos|bcos|c ^ 

d. h. nach §.4: / | . | ^ 

. E . V8ins.sin(s — a)sin(s — b).sin(s — c). 
2 • cos Jacosibcos Je ' 



femer 
E 
2 



cos I = sin I (A+B+C) = sin J (A+B) cos J C+cos { ( A+B) sin J C 

cosj(a — IQcos^j C ■ cos^(a-}-t')^iii^^C e 

*~ co«|c cos)c • 

cos \ (a — b).sin s.sin(s — c)-f-cos j (a-[-b).sin(s — a) sin (s — Ii) , g ^ ^ 

COS^c. sm asin b 

cosjCa — b)[|cosc — |cos(2s — c)]-]-cos^Ca-{-b)[4cos(a — b) 

cos^csinasinb 
— cosC2s— a — b)] (er8teAbthlg.§.14Fonnehi(24)) 
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cot 1 (a — b) coa c — COS J (a — b) CO» (a+b) + cob ^ (a-f-b). 

cos (a — b) — ms \ (a-f- b) cos c 

2co8^c8ÜiaaDb 

cos c [cos J ( a — b) — cos^ ( a + b)] — cos i (a— b)[2 cos ' \ (a+b) — 1 ] 
+ cos + b) [2 cos ' j (a ^ b) — 1 1 (erste Abthlg. §. 1 4 (23)) 

2cos:^csin asinb 
2c08csinj a.sin^b — 2cosUa — b)cosi(a + b)Lco8 4Ca + b) - 

— C08t(a-^b)J+C08^(a — b)— -cosICa+b) , 

" 2 cos sin a Bin b 

2 cos c sin 4 a sin t b 4" [cos a 4- co» M' * ^ >ia t aain^b +2sin|a8iD|b 

2cos|c.28m^acos}a.2sin)bcos)b 
cos c -|- cos a -f- cos b -f - 1 
4cos^ccosAacos^b 
oder wenn man cos c — 2 cos'^c — 1 u. s. w. setzt: 

E cos a+cos b-f-C08 c-j-l cos'|a-j-coft^4b+cos^tc— 1 

2~ 4cos}aco8^bco8}c 2cos}acos|bcos}d 
Nach §. 14 der ersten Abtheilnng ist, wenn man die FormeUi 
(13) und (14) beachtet: 

1— cos® 

j g 2 2cosjacos^bcos^c— cos^j a— cos ^^b— cos^^c+1 

E Vsins.sinCs-- a)8in(8 — b)8in(s— c) 

»»» 2 

(1 — cos^^a)(I — cos^^b) — (cosjacos jb — cos^c)^ 

V sin 8 . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

sin ^^a sin '^b — (cos^acosib — cos^c)^ 

Vsin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
[sinlasin^b-f' t ^ cos ^b — cos ^ c] [sin^asin^b — costacos^b 

V sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s c) 

+ C08icl (daM' — N» = (M+N)(M — K)) 

[cos ^ (a — b) — cos ^ c] [cos ^ c — cos ^ (a -j- b) j 

V sin 8 . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — ^ 

. f a— b+c"\ . f c4-b^a^ . a+b+c . a-f-b— c\ 
2 jsin ^ J . 2 sin . sin[^ ' ^ J 

V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) * 
. A — b^ . A — a^ . s . A— 

, l-2~J l"2"J 2 y~2rJ 

Vsins.sui(s — a)sin(s— b)8in(8— ^ 
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sin'-. am'— sin' 

,ß . s s . 8-a 
l061D^H^<^. Bin — et 



8 — b . -s — c 
— r— .Bin'— s— 



8-a , 8-b 8-b . s-c 8-c 

cos -— sm -5- CO8 — sm -— cos — — 

t„iF — \/a 8 — a^ s~b 8--C ...^ 

(Ein anderer Beweis desselben Satzes befindet sich in Granerts 
Archiv XX S. 358). 

Man hat ferner: 

eo^5|=-tgi(A+B+C)=-Ji^|g±|i§(ersteAbth.§.8) 

_ cosKa"-b)cotg^C + cosKa+b)tgjC „ 

cos4 (a -f- b) — cos J (a — b J tg { C cotg \ C ^ 

costCa — b) cotg^C-f-cofrtCaH"^)tg|C 

cosjCa — b) — C08i(a+b) 

_ cos^(a — b)cos^^C + cosKa + b)sin^^C 

2 sin^ C cos| C . sin ^ . sin ^ 

_ COstQl — b) 4- [cos ^ (a + b) -- cos — b)] sin ^ ^ C 

smCsin— sm- 

ab 

cos 4 (a — b) — 2 sin — sin — sin ^ i C 

— ^ ^ 

. ^, . a . b 
sinCsm^sin^ 
2 2 

_ cost(a — b) 28in^4C _ cosjCa — b) 

"~ . . a . b sinC . « . a . b 
sinCsm—sin^ smCsin — sm — 

I ^ i-x ab 
cosHa— b) , ,1. I . , .1 cotg— cotg 1 

. ^ . a . b"" . ^ . a . b *" siuC ■^'muC* 
sinCsin—sin^ sinQsusrsin— 
' 2' 2 2 2 

und * r . 
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' . iP ^ ""^ ^-'"' 2 cosC , ^ 
^-tgiC=—- ^ C= .C C =ri^'="'^«^' 

/ 2sm;rC0S- COSr- 28111— COBj- 

2 2 Z 2 2 

80 liat man 

suiCam— 81D— 
Da endlich 

A + B + C = 1 80« + E, A = 1 80» + E — (B + C ), 
80 hat man 

008 A = C08 [180*+E — (B + C)],^ 

also (§. 12): 

eo8[180^+E-(B+C)] = -52?5^+2), 
wenn tg y = tg B cos a 

ist. Da 180" + E — (B + C) zwischen 0 und 180° liegt, so bestimmt 
(17) diese Winkel. Uebrigens kann man auch schreiben: 

«,s(B+C-E)=?25S52i(sd:C) 

' COS (f 

nnd es liegt BH- C — E zwischen 0 mid 180®. 

Die Fomeln (13), (14), (16) geben E an» den drei Seiten, 
nnd zwar (16) ganz nnzweifeUiaft, da } E zwisoliMi 0 nnd 90* liegt; 

die (14) dessgleichen , da \ £ zwischen 0 nnd ISO* liegt; die For- 
mel 413) kann jedoch zwei Warthe von | ^ geben, und wenn man 
sie anwenden will , muss man vorher wissen , ob i E zwischen 

0 und 90*, oder zwischen 90' und 180' liegt. Die Formel (16> 

E 

^bt — unzweifelhaft ans zwei Seiten nnd dem von ihnen gebildeten 

iL 

Winkel, während (170 ^ ebenfalls genaa aas einer Seite nnd den 
zwei anliegenden Winkeln gibt. 

§. 18. . 

Wir wollen hier noch einige Aufgaben beifügen , deren Lösung 
sich aus dem Vorstehenden unmittelbar ergibt. 

1) Man kennt die Fläche F eines sphärischen Dreiecks, so wie 
zwei seiner Winkel, das Dreieck soll bestimmt werden. 
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Attflösttug einiger Aufgaben. 257 

Sind B und C die gegebenen Winkel, r der Halbmesser derKu*' 
gel, C der dritte Winkel und E der sphärische^ Kxzess, so ist 

A + B + C = 1 80« 4- E, E = A -f B + C — 1 80 V 
alBO nach (12) in §. 16: 

arcCA.+B+C — läü"J = ^, » 
woraus in Sekunden: 

r TT 

wenn auch 180' — (B-|- C) in Sekunden gegeben wird. Jetzt kennt 
man A und kann nach §.10 das Dreieck bestimmen. 

2) Man kennt die Fläche F nebst zwei Seiten a, b; das Drei- 
eck soll bestimmt werben. 

Nach (12) ist „ F 

arcE=-ff, 

woraus E folgt In (16) hat man nun: 

.ab 
^ cotg-.cotg- 

woraus . ^ ^ E ^ * a l) 

sm C cotg — — cos C == cotg ^ cotg — 

.^E ^.E ab.E 
smCcos^ — cosCsm j = cotg —cotg— .sin— , 

sm ^^C — - J = cotg j cotg - sm 

E 

Da .nun — < so ist die zweite Seite dieser Gleichung po- 
E 

sitiv und also G — ;r positiv und kleiner als 180*. Dabei sind aber 

^ E 
noch zwei Warthe von C — — mdglich, wovon dereine unter 90*, 

der andere über 90" ist. Fällt dabei 0 noch unter 180^ aus, so sind 
beide Weithe zulässig. 

3) Man soll ein sphärisches Dreieck durch einen Bogen vom 
Punkte A aus halbiren. . 

Sey D der Pnnlct» in welchem der halbirende Bogen die Seite 
BC trifft; in dem Dreiecke ABD kennt man nun die Seite AB = c, 
den Winkel B und die Fläche F — der halben Fläche des Dreiecks ABC. 

17 
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Ist alao E der tplililselie Eziess dieses DniediSy befeelmet ans 

F 

der Gieichaog arc £ so hat man mck (16): 

cotgj.cotgiBD. 

^2= ^i^B 

«otgs—cotgB sinlB — -Jtg- 

MtgfBDrs 1 8inB:=: ^ * 

cotgj • smg- 
wodurch | BD, also auch BD geliiifden wird. 



Vierter Absclinttt. 

Tergleichimg der tphärisohen Dreiecke» deren Seiten klein sind iaa 
YerhUtnisB sorn Mbrnener der Xoge]» init ebenen Breieeken* 

§. 19. 

Wir wollen annehmen, die Grossen a. c bedeuten die LAngen 
der Bogen BG, AG, AB, und es sey t der Halb- 
messer der Kugel, den wir so gross annehmen, 

ä b c 

dass die Quotienten — , — , - klein genug seyen, 

dafis man ihrß sechsten und höhern Potenzen ver- 
nachlässigen könne (wobei wir also alle diejenigen ^ 
fifOssen weglassen, die r ' hn Nenner haben, wäh- 
rend der Zähler ans a, b, c besteht). Seyen femer A, B, G die 
Winkel des sphärischen Dreiecks; A', B', C dieWbkel eines ebe- 
nen Dreiecks, dessen Seiten gleich a, b, c seyen, F die Fläche die- 
ses ebenen Dreiecks. 

Unter all den gemachten Voraussetzungen hat man nach §. 16 
der ersten Abtheilong in dem Ausdruck (§. 4) 

. ^ 2 Veins.«n (s — a)sm(s — b)sin(s — e) 

sm v = ." — ■ . • ■ 

sma.smb 

SU setzen: 




Digiiized by Google 
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+räC— ')• "'""T-sO+sd)' 



und erhält: 




~'"l2oC~~) ^ 6C~7^) +120 



7['-K7)>s,e)i['-?a)'^G)'] 

• Hnitiplizirt man md lässt Alles weg, was r' in den Nenner er- 
h< 8ö hat man hieran« : 

p ^ 2 V 8 (s-a) (ö^b) (8^b) 

ab 

; 8V(»>a)'H-«n«'b)^'4-8*(«-c)»-f(s-a)H8-b)'4<>"*)V8-c)»-4-(>-bÄi-c)» 

36r* ; 



er» 120 r* ~^36r* 



' s'4-(«-a)'-i-(8-b)^4-(»^c)' I »*4-(»-*)*+(s~b)*4-(»-c/ 

6t» ^ 120r» 



\/ , i'(»-a)'+»'(«^-b)'+8«M)«+(»-'a)»(g-b)»+(s.a)^«-c) H<s«b)'(8-c)' ' 

V -T '■ 86? : 

2F 

~ib* a» + b' a* + b* a«b» ^ 

6r» 120r» "'"36 r* 

(erste Abthlg. §. 28). I>I im ist im Allgemeinen: 



Man findefe dleiei in folgend«! Weiee. 



1 «_U^-i4.2«.2y X» 



17* ^ 
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demnach ist die obige Grösse unter dem Quadratwurzeizeichen gleicli: 

* 12r» 

s*+(8— a)* + (s-b)*+(s-c)* 
"T" 240 r* 

s»(s_a)^ + s»(8— b)*+sHs — c)'+(8 — a)'(8 — b)» 

+is — a)^(8— C)»+(8--b)^(8— c) » 



4 



■l"^ 72r 

a)*+(»--b)*+(«^)*+28»(e— a)»+2e»(»— 
H-28»(8-e)»H-2(8-a)^8-^b)»+2(8r-a)«(8-c)»-f2(8^b)»^^ 

' 288r« ^ 

' . 8^+(s^a)^ + (s-b)^ + (s-c)» 

jg * + (s— a) * + (8— b) • + (s— c) * + 1 0 [s »(s— a) » + s -b) » 
i+8»(8-c)»+(«-a)H8-b)»+(8~a)»(8-c)»+(s-b)X8~>c)»J 
I 1440 r* 

s^ + ( a)^ + (8-b)^ + (s-c)' 

""^ 12r» 

|[8»+(s-a)»4-(s-b)'+(8-c)^J'+8[s'(8~a)»+s»(8-b)» 
i+8»(s-c) ^+(s-a) \s-b) ^+(s-a) \s-c) ^+(s-b) V-c) ^j. 

1440 r* 

Nun ist 

8=:i(a+b+c),B— a=i(— a+l>+c),8— b=i(*T-b+c), 

s— c=l(a+b — c); 
hieraiis folgt; « . 

8»+(8 — a)' + (8— b»+(8 — c)» = a«+b»+c» 
Ferner nach §. 23 der ersten Abtbeilung: 

8(8 — a)=bcco8'Y,8(8 — b) = aoeo8*Y,8(8-:-c)=:abco8'y, 

(s — ^^a)(s — b) = absin*— , (s — a)(s — c) = ac8in'— , 

Z -2 

A' 

(e — b) (8 — c). = b c sin ' — ; 

2 V 



millilii: • 2x = — «, 2y-f x* = /?. 

welehes die im Texte angegebenen Weithe sind. 
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hterans : 

8*(ß— a)'+8X8-x-b)»-t8»(8—c)'+(8— a)»(fi-b)»+(8— a)'» ' 
(8- cy + (s— b)' (s-c)» = b'c'[cos*y + 8in*y] + 

a*c'[co8*|+8m*|] + a'b»[co8*|+8m*|]. 

Nun ist (erste Attthlg. §.14): 

mithin letztere Grösse gleich 

b*c* , a'c' . a*b^ b^c»co8'A^+a*c*co8*B^+a*b*co8C^ , 
2 2 2 2 

^ a»b»+a»c*+b*c* 

^ ± 1 J: 1 1 f l(enf»AMIi.«.22.) 

_ 4(a^b^+a'c^+bV)+3(a*+b*+c*)-2(a^b»+a'c*+b'c») 

" 8 

_ 2(a'b'+a'c«+b*c»)+3(a*+b*+c*) 

- 8 * 

Die darch 1440 r* dividirte Grösse ist also: 

(a«+b*H-c«y+2(a«b«+aV+bV)+3(a*+b*+c*) 

=4[a*+b»+c*+aV+»V+b»c«], 

'mithin endlieli: 

- a' + b* + c' a* + b*+c* + a'b'+a'c'+b'c* ' 

. ^ 2FV 12^ 360r* 
, «nC = 



ab] a' + b* a* + b* ■ a'b' 

er* 120r* "^36r* 
Dividiit man mit dem Kenner noch in den Zähler und vemach- , 
lässigt wie oben» 80 erhält man: ^ 
. ^ 2Fr, . a'+b*-c« , 3(a*+b*)+c*+aV-4(aV+bV)-l * 

^"'^^IbL^-l — T27~*" 36Ö7* T J ' 

als Endwerth von sin G. 



• Die Dmsion von 1 — Ji ^ — t* »• ^ r* — 

"T Jk 
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t 

Nun ist (ei&tv Abthlg. §. 28): 

ao 



also hat man 

sin 



* ab I. 12r' 
3(a'+b*) + c*+**b*— -*(>'c*+b'c»n 

- 360r» ' ^J* 

üoC-^=m'''+'Y I 3(a'+b')+c'+a V.4(a V+b'c'n 
abL 12r* 360r* J 

Banns ergibt Bich, dass G und C nicht viel verschieden sind.*' 
Man wird also C — C als nnr wenig Sekunden (in der Regel) be» 
tragend anneben. Setzen wir demnach 

• C = C'+x,aiüx=p+p, 

wo u und V zwei unbekannte Grössen sind. Diese Annahme ist nach 

dem Obenstehenden gerechtfertigt , und wird sich nochmals durch 

das Endresultat rechtfertigen. Es erfolgt aus dieser Annahme: 

u' n^ 
arc' X = — arc ' x = 0, cos x = 1 — 4 arc* x . =s= 1 — J 



*- 12 360 ' . 6 • 



a«-|-b» , a«b' 



120 36 ' 

s^t mau diese Werthe, so ist 

- ._ a^-hb»-c» ... (a« + b»>»-(a»4-b'>c* 
_ , 

.1 ^ c' — 2(a*-f b*) — 9**b'4-a'c»+b*c» 
f~"^== 860 ^* 



6(a*-f2a»b» -hb*) -5(a»c'+b«c*)-f-c*-2(»*-hb*) 
>>0a»b»+a'c»-fb'c' 



800 

* Aus der ungefftbren Gleichheit von sin C nnd sin.C' folgt allerdings nur, data 
entweder C = C oder C+C' = 180*; ^ man sber MftdtB WerllieB von tiB | C 
nd linf C In S. 4 und S. 23 dir entea AMfaeOnng ebenftdb MbUeMfe, dsM 1 
Uhr { C s dn 4 G', M ist die oben angegebene ScUnieweite gereditfBHigk. 
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• * 

8lox = aicx— |an5*x,..=s ^ + ^ 

wenn man, wie inuner* die Grössen mit im I^enner weglässt« 
mithin 

sin C = sui(C'+ x) =^ äiii C cos x-f-cos C sinx = sin C/£l ~ } 

+ cosC'.(p+p), 

d. h. 

Sin C - sio = sin C + cos C (p + 

""•bL 12 r' 360 r* J' 

und also zor Bestimmung von u, v (wenn man die Gritesen beider- 
seits gleichsetzt, die dieselbe Potenz von r im Nenner haben): 

ncosC' = — . — ^-r^ » — — smC'-J-vcosC 

_2F 3(a*4-b*) + c*+a^b^ — 4(a^c^ + b'c') 
""ab' 360 
d. h. da (erste Abthlg. §. 22) a' + b' — c' = 2abcosC', also 

2F a^ + b*— c' FcosC^ 
ab' 12 3 • 

voosc-^g.^<-'+^'>+-*+;;^;-^<-^^^+^^-vgsin^ 

Aber (erste Abthlg. §. 28) : 

F»=j^(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c) 
= -i(2a»b^4-2aV+2bV--,a*-'b*— c*), 



also 
▼ 
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_ (»»+b^^c»)(7a'+7b'+€^) 

-'"'^ 1440 

2abco8CUmC^(7a'+yb'+c») 

"~ 1440 

_ 2al>si-nC-(7a^H-7b^ + c^) _ 4F(7a^+7b'+c*) 

"^■^ 1440 . 1440 

_ F(7a«+yb^+c») 

^ 360 

mithin _ F • . F(7a'+'^b»+0 

. , 180.60.60 . ^ . c 1 

also wewi wieder ^ I*** ^ fiJeininaeB: 

'^-'^ -SpL^^^ 120r' J' 
d. b. man hat folgendeB Gleichlingssystem : 

Addirt man diese Gleichungdi, beachtetdass A'-|-li'+C'=180*, 
A4-B + C = 180^+E C§. 16), 80 hat man in Selyinden: 

' Würde man schon die mit r* diridirten Glieder vemadilässigen, 

so hätte man: 

, E=J^, A = A'+tE. B = B'+1E, C = C'+iE, j ^^^^ 

A' = A — iE, B'=rB — iE, C':^C— iE,| 
d. h. unter dieser Voraussetzung wird das sphärische Dreieck 
wie eia ebenes angesehen, also auch berechnet werden 
können, wenn man zuerst jeden Winkel des sphärischen 
Dreiecks nm den dritten Tlieii des sphärischen Exzesses 
vermindert.* Dieser Sats rührt von Legendre her nnd trägt 
seinen Namen. . 

* Gttan geepiochen, heiast der Sato so: Woui ein tphlriidios Dieieok, detten 
arften klein dnd im VeriOUtoiu nm Hallrmeuer der Kogel, mit einem ebenen 
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Ist die FIftche det Bphftrisclien Dreiecke» so ist nach §• 16. 
F, =r*arcii also 

welche Formel denselben Gnid der Genauigkeit lial«*wie (20). 

§. 20. 

Der in den Fonneln (20) ausgesprochene Legendre'sche Satz 
Ist von der grdssten Wichtigkeit fiir die Anwendungen. Er zeigt näm- 
lich, wie man, statt ein sphärisches Dreieck za berechnen, ein ehe-» 
nes berechnen kann. Da nun in der Regel letztere Rechnung weit 
kftrzer ist, so ist dadurch natttarlich eine grosse Erleichterung Ar den 
Rechner erzielt. 

Wir wollen nun die einzelneu P'älle, wie sie vorkommen können, 
betrachten, und dabei sogleich annehmen, dass a, b, c oder die Sei- 
ten des sphärischen Dreiecks, in Längenmass, natürlich demselben 
wie r oder der Kogelhalbmesser, gegeben seyen. 

1) Kennt man die drei Seiten a, b, c des sphärischen Dreiecks, 
das wir natfirlich von der hier betrachteten Beschaffenheit anneh- 
men, so wird man zuerst F nach der Formel 

F = iV(a+b + c)(a+b — c)(a-b + c)(— a+b + c) 

= Vs(s— a)(ft— b)(8— c) 
berechnen; dann gibt (20) E in Sekunden; berechnet man (nach 
§. 26 der ersten Abthlg.) die drei Winkel A', B', G' des ebenen 

Dreiecks, indem a, b, c die Seiten ijind, so findet man die drei Win- 
kel A, B, C dos sphärischen Dreiecks ebenfalls nach (20). 

2) Kennt man zwei Seiten a, b nebst dem Winkel C, den sie 
bilden, so wird man F nach der Formel (erste Abth. §. 28): 

F = labsinC' 

zu berechnen haben, wobei freilich C' = 0 — }E seyn soll; £ kenntr 
man aber nicht, soll es im Gegentheil erst finden. Setzt man aber 



mm 




so hat man 



Dnieeke gleich lang» SeHeu hat, so M, <Ue Winkel des enten gleiöh den entspre- 
ohenden des sveiten, wem Jeder der letstern am den dritten TbeO des sphliisohen 
Esseases Termehrt wird. 
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Vierter AUchntoi. 



B =^e =1 ^ sinfc — J [sin C . COS 

F 1 
ootCaiii^^J. 

Da man hier diejenigeo GrOasen vernachllagigt, welches im 
Nenner kabeoy.so Ut 

F FF 

also 

_ ^abr , FT ^absinC 

B=4^L8mC— eoiC.^J^=l— 

da t ^^^y^'^ zu vernachlässigen ist. Somit berechnet man £ nach 
der Fonnel 

^ .abainC 

berechnet femer das ebene Dreieck, das die Seiten a, b, nebst dem 
von ihnen gebildeten Winkel C — jEhat(er5jte Abthlg. §. 25); sind 
dann A', die zwei andern Winkel, c die dritte Seite; so ist auch 
c die dritte Seite des aphäriachen Dreiecke, A' -j^i^ B'-|-l£ die 
swei andern Winket 

3) Man kennt dne Seite c nebat den zwei anlle^den Winkehi 
A and B. Aiadann iat (erste Abthlg. §. 28): 

c'sinA'sinB' 

2sin(A'-f-B'y 

ISun ist 

A' = A~JE=A-|J,.B' = B-|^„ 



also 

sm 



sinA'.ainB' ''"'C-^""!?} •*"*(^~'|fO 



ain(A'+BO ^(^+b^|^0 
nitbiii . Fo^ . Fo^ 
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, ^sinA — oosA.^j^ (büiB — co«B.^) 





\in(A+B)-co8(A+B).|p 

p 

spsuiAsinB — sin CA +B). 5-5-1 j . * • m 

■-gin(A+B)— co8(AH-B).2p-" . ' ^ 

wenn man die Division vollzieht und auf die seither festgehaltene 
Beschränkong achtet. Also wird man jetzt £ nach der Fonnel 

£c^ sin A. sin B 

2r»'8in(A4-B) 

berechnen; dann ein ebenes Breieck auflösen, in dem c eine Seite, 

A — JE, B — JE die anliegenden Winkel sind, und so den dritten 
Winkel C, nebst den zwei andern Seiten a, b erhalten (erste Abthlg. 
§. 24); letztere sind die Längen der zwei fehlenden Seiten des sphä- 
rischen Dreiecks; der fehlende Winkel ist C'-f-jE. 

4) In den Anwendungen liegt die Aufgabe durchweg so , dass 
man eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln wie in Nr. 3, 
oder nebst allen drei Winkehi A, B, G kennt. In letztem Falle 
wird man fibrigens den spbftrischen Excess nicht geradezu ans der 
Gleichung A + B + C — 180" — E ableiten könne, da A, B, C als 
ans der Beobachtung genommen, mit den unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehlern (erste Abthlg. §. 45) behaftet sind. In diesem Falle 
wird man A, B, C zuerst auf 180° ausgleichen, d. h. wennA-J-B-^C 
= ISO® -|- von A, B, G die Grösse \ a abziehen, und nun |Bit 
diesen drei Winketa und der Seite c nach §. 28 der ersten Abthei- 
Imig die Grösse F berechnen. Dar sphärische Excess ergibt sich 
dann nach der Fonnel (20). Einer weitem Rechnung müssen dann 
allerdings noch ausgleichende Rechnungen vorausgehen, über die 
wir uns hier nicht weiter verbreiten können. (Vergl. §. 26.) 

Fällt die nach den gegebenen Formeln berechnete Grösse £ der- 
massen klein aus, dass sie nicht mehr beachtet werden kann, ao ist 
das Dreieck geradezu als em ebenes anzuseilen. 

Wir wollen nun an einem speziellen Falle zeigen, in wie weit 
man berechtigt ist, den Legendre'schen Satz anzuwenden. Ans 
Gleichung (16) in §. 17 folgt, dass im C — 90\ die Grösse E ihren 
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Maxinnmiwertli erreicht; cTetsen wir also In Nr. 2 : C = W und neh- 
men an, es sey 

. rn 
' = ^=180' 

d. h. die Seiten des sphärisclien Dreiecks umfassen einen Grad (den 
360. Th^ des Umfongs des grdssten Kreises). 
Nach §. 11 hat man hier 
cotß46* 

tgB = — 2 =:tgA, tgtc=;tgacosB. 

COS ä 

Iogcotg46<»= 10 0000000000 log tg 1*» = 8-2419214687 
E log cos 1 = 0-00006 61502 log cos B = 9-8494519 245 
iogtgB= 10 0000661502 logtgic = 8^13733932 
B = A = 46** 0' 16-70879" {c = 0» 42' 26-61 979" 

c = 1*24' 61 03968" 

Nach §. 20 der ersten Abtheilang und dem Vorstehenden ist non : 

^ . absinC _ ab^ • 

d. h. 

r n^g 180.60.60.r n ^ 6O.6O.7r ,^ 

E=l 1 «= ^ 1 TER I = Qg/i =10yg=31-41593" 

V180-/ 2 2n ^180-/ 360 

also hätte man } £ = 10*47197" mithin em Dreieck zn berechnen, 

f&r veiches 

a = ^ = b, C == 89*» 69' 49-62802". 

Da nun A' = B', so ist A' =^B' = 90« — i C = 46" 0' 6-23698"; 
ferner (erste Abth. §. 21): 

c = 2a8iniC' = ~sm44°59'54-76401" ' 

log TT =:= 0*497 1498 726 
log sin { C = 9*849 4739 774 

E log 90 = 8-045 7574 905 • 

log - =. 8*392 3813 405—10 
'*r 

Also muss jetzt 

A = A' + JE = 46»0' 16*70 796" = B 
seyn. Man sieht mnttchst, dass A and B die obigen Werthe ha» 
ben^ wenigstens bla anf 0*00 V. Was den obigen Werth von c an- 



Digmzed by Google 



I 



Fall, wenn zwei Seiten nahe an QO'^ sind. 269 

belangt, so irird er in Winkelmass (c'O leicht erhalten werden ver- 
mittelst der Proportion: 

... c 180.60.60 
r n 

log|= 8-392 3813 405 

log 180 = 2*255 2725 051 
log 3600 = 3*556 3025 00§ 
E log TT =; 9*502 8501 273 

3-7068064 737 
c" = 5091*03958" = r 24' 5 1 03958", 
so dass, wie man sieht, beide Werthe vollkommen zusammenstim- 
men. Ein Grad beträgt auf der Erde ungeföhr 15 Meilen; sind also 
die Seiten von Dreiecken auf der Erde von dieser Länge, so kann 
man ohne irgend ein Bedenken den Legendre'schen Satz anwenden. 

§.21. 

Es gibt noch einige in der Praxis häufig vorkommende Fälle, in 
denen durch annähernde Rechnung in ziemlich einfacher Weise das 
gesuchte Resultat erhalten werden kann. Wir wollen von diesen 
jedoch nur die zwei folgenden besonders untersuchen. 

1) Gesetzt die Seiten a, b (in dem Sinne des §. 1} eines sphA- 
rischen Dreiecks seyen nahezu SS 90*^9 so wird in den Formeln (2) die 
Grosse s = t (a -f- b -f- c) nahezu = 90* + i c, s — c also nahezu » 
90° — ^c, s — a und s — b nahezu seyn, mithin sins, sin (s — c) 
sin (s — a), sin (s — b) nahezu cos J c und sin { c. Die Formeln 
(2) werden nun den Winkel C allerdings immer geben, allein da 
auch sin a und sin b nahezu 1 sind , so wird man ungefähr sin { C 
= 8in|c, also ungefähr C c haben. Eben desshalb lässt sich fär 
diesen Fall eine Formel au&tellen, vermittelst der man CI leicht ans 
a, b, c erhält» 

Sey nämlich 

a,=:::9(f^a, b = 90« — /9, C = c + x, 
wo nun X so klein sey» dass man arc^x vernachlässigen könne. 
Alsdann ist: 

co8a = Bmor coBbss-sini^» Bina=cosa, sinb=C08A 
und da auch a und ^ nur klein sind : 
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m a = mo^ 008 b = M€ A sin a s 1 -s-^l arc*«^ sin b= 1 1 arc '/S, 

wo man also erst m*€t, axc*ß nicht mehr beachtet Nach §. 3 ist i 

CO» c — cos a cos b 
00aC = : ;-r , 

suasrnb 

d. h. das C = c4~x* 

C08C — arcaarc/? 



cos c cos X — sm c sin x 



wenn man die fiber ^ aweite hinaas gebenden Potenzen vjDn arc 
aio/^TemachlAssigt* Sotat manalsoeosxssl/sinxssarcz, so ist 



cos c — arc a . arc d 

COSC — 8inCarCZ=:; TT — ä — j j-^ 

1 — i(arc'a + arc'/?) 

[cos c — arc a , arc /?] fl "f* i (^^^ ^ « + arc 

[1 — i (»rc » a + arc ^ /?) J L 1 + i ( arc ' a + ar c » /?) J 

wekhen Werth man durch Division eben&Us erhalten hAtte. Daians 
folgt offenbar 

— 8incarcx=: — arcaarc^-f-TCOsc(arc*a+arc'/?) 

= — arca.arc/J(cos'^c-l-sin'ic)-J-J(coö'jc — sin'^c) 

. /^arca+arc/?^' . , . /'arca— arc/?\, 
=— j 8m»ic + 2^^ ^ cj'cos'iC 

also da sin c = 2 sin| c cos 4 c : 

(arca + arci9^\ , f Uta — arc/?\- ^ ^ 
^ -J tglc— 1^ i^J^cotgic. 

Da hieraus folgt, dass arc^ x schon die vierten Potenzen von 
arc «, . . enthält, so ist dieser Werth von arc x genau genug. Wer- 
den a und ß in Sekunden gegeben and bedeutet ^ wie immer die 

„ , , 180.60.60 . , , . o , , X « 

Zahl , so ist also m Sekunden 1 daarcx = — , arca = — , 

Setzt man umgekehrt 

^ c = C+z 

so ist klar, -dass ts= — z, nnd wenn man in der Formel (a) statt c 
setzt *C, so wird man keinen meiUichen Fehler begehen, ihdem die 



Digmzed by GoO; 



'2 



I 



Eine Seite ist lüetn gegen eine andere. 271 

neben tg ^ c, cotg ^ c stehenden Faktoren selbst klein sind. Also 
hat man: 

c=C+z..*=i(^0'«»*«*C-l(?^)'tg}C. (b) 

Wären b etwas weniges grösser als 90*, so wiren u md ß 

n^ativ. 

2) In eineni spbirisehen Dreiecke se]f«n zwei Seiten a and b, 

nebst dem von ihnen gebildeten Winkel 0 gegeben; die Seite a aber 
sey sehr klein im Verhältniss zur Seite b. 

Angenonmien man könne die vierte Potenz von arc a vemach- 
Ufisigen, so hat man also (erste Abthlg. §• 16): 

Cosas 1 — (arc'a» sina=area — iare'a, 
' mithin nadi §• 3: 

cosc=cosb[l — }aic'a]-|**uibcosC[arcm — {arc'a] 
= co8b4-sinbcosCarea — ^cosbarc'a — JsinbcosCarc'a. 
Daraus folgt also , dass c und b nicht sehr verschieden seyn 
können; man setze also 

c=xb-Hx, 

so ist 

oos(b+x)=soosb-f-sinbeosCarea--^}cosbaie'a — 
|sinbcosCaie*a, (n) 

d.h. 

cosbcosx — sinbsinx = co8b + 8inbcosCarca — J cos b arc'a— 

JsinbcosCarc'a. 
Würde man schon arc^ a vernachlässigen, so mosste man oflfen- 
bar aa<^ arc' x TeniacbUssigeD ; nnter dieser VonHissetsung hat 
man dann: * 

cosb — smbarcz=coSb-|~nnbcosCarea,' 
— sinbai€Z=smbcosGarca, — arcx=cos0.arca,z=-*a.eosC, 
als ersten Nähernngswerth von z. Einen genanem Werth von z 
erhält man dadurch, dass man setzt 

arc X = — arc a . cos C + arc y, 
wo aber arcy von der Art der Grössen aro' a ist. Yemaohlässigt 
man nnn noch arc' a» so ist 

arc'z = arc'acos'C, «rc*z = 0, • . . . 
also jetst cos z=:l — )are*z=l — |aro*acos'0, sinx = arcx 
25— aieaeosC-l-arcy, mithin 
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cos (b+x) = cos b ( 1 — ^ arc ^ a cos * C ) — sin b | — arc a cosC + arc y] 

= cos b — \ cos b cos ^ C arc ' a -|- sin b arc a cos C — sin b arc y, 
mithin, wenn man diesen Werth von cos Cb 4" ^) ^ Gleichung 
(n) einsetzt: 

eosb — toosbeos'Caro'a-f-smbarc acosC — sinbarey = cosb 

sinbcosGarca — ^cosbaro^a, 

— sinb arc y =s — i cos b arc* a+ ^ eos b cos* C arc' a = 

— ^cosbsin'Carc'a, 

arcy = Jcotgbsin'Carc'a, y = i— cotgbsin*C. 

Einen weiter genäherten Werth erhält man endliefa, wenn' man 
arczs^ — arcaoo8C-|-(eetgb8b'Carc'a-|-arez 
setzt, wo arc z von der Art der Ghrdssen arc'a ist. Alsdann ist, 

wenn man arc* a vernachlässigt: 

arc'x = arc*acos*C — cotgbsin'CcosCarc^a, Jirc^x 

= — arc'acos'G, 

also jetzt 

cos(b-|"x)=scoBb[l — (are*a cos' G-f-tcotgbsin'C cos Carola] 
— sinb[ — arcacosC-f-icotgbsin'Carc'a-[-arcz4-iarc'acoe'C]. 

Setzt man diesen Werth in die obige Gleichung (n) ein , so ist, 
wenn man nach den Potenzen von arc a ordnet: 
cosb + sinbcosC arca — \ cos b cos^C arc'a — ^cosb sin'C arc'a 
+ 1 cotg b cos b sin * C cos C arc * a — ^ sin b cos ' C arc ' a — sin b arc z 

= cos b 4- sinbcosGarca — |eosbarc'a — ^sinbcosGarc'a» 
woraos: 

— ^ sin b arc z = — i CO tg b cos b sin ' G eos G are * a — ^ sb b cos C, 

(l—cos^Oarc'a, ' * 
arcz = Jcotg * b sin ^ C cos C arc ' a 4-icos C sm* C arc 'a, 

d.h. da arcz = <^, arca=-^: 

a' 

z = 4 sin * C cos C — , (cotg.^ b + i), 



also mit grosser Ctenauigkeit: 



a» . . . _ . a» 



c = b + x = — a cos C + 4 — cotg bsin'G-|-i^sin*GcosC 

(cotg'b+i), (c) 
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, . o 1 j u . j 180.60.60 . ^ 
worin a und x in Sekunden gegepen sind« ^ = wt. 

(log^ = ö-31442öl332.) . 

a* * 

KüiiüLe man -5 vernaclilässigen, so hätte man einfacher: 

' ' a* 

x= — acosC-j-i— cotgbsin^C. (c') 



Fünfter Abmhiüt«» 

Geometrische, praktische und astronomische Aufgaben. 
-' # 
§.22. 

Wir wollen in diesem Abschnitte eine Reibe von Aufgaben lö- 
sen , die wir, wie die IJeberscbrift sagt, ans dem rein geometrischen 

Gebiete, dem der praktischen Feldmesskunst und dem der Astrono- 
mie entlehnen. Dabei gilt aber dieselbe Bemerkung, die dem ent- 
sprechenden sechsten Abschnitt der ersten Abtheiiung Torgescbickt 
wurde. 

1) Man, soll von dem Eckpunkte G aus auf 
die Seite AB einen senkrechten Bogen CD zie- 
hen. Sey D der Fusspunkt des Perpendikels 
CD, so hat man in den rechtwinkligen Drei- 
ecken DAG und CDB (§. 8): 

tgAD = tgAG.cosAi tgDB = tgBC.cosB. 
Soll nun« wie unsere Figur es voraussetzt, 
D in das Dreieck fallen, so mttssen aus diesen Gleichungen AD und 

DB beide kleiner als AB seyn. 

Es lässt sich aber leicht zum Voraus entscheiden, ob CD in 
das Dreieck AGB fallen kann oder nicht. Die Seite DG ist näm- 
lich entweder kleiner oder grösser aU 90*; fUlt nun CD in das 
Dreieck und ist die Seite kleiner als 90^ so mfltsen auch die Win- 
kSl AundB'des sphärischen Breiecks kleiner als 90* seyn (§. 8. 
Nr. 1); ist dagegen CD > 90", so müssen auch A und B grösser als 




Digitized by Google 



Fttote AbMfanitt. 



90" seyn; wäre CD = 90°, so wärea auch A und B = 90°, oder ^ 
aber es fiele CD entweder mit AG znsammen, Venn bloss A = 90°, 
oder mit OB, wenn bloss B = 90^ Daraus folgt also jedenfalls, 
dass wenn die zwei Winkel A und B nicbt beide kleiner, oder beide 

grösser als 90° sind, die Senkrechte CD keineswegs in das Dreieck 
fällt. Sind aber beide in dem angeführten Falle, so wird CD noth- 
wendig in das Dreieck fallen. Denn wäre dann CE die Senkrechte, 
so müssten die Winkel CA£, CB£ beide spitz, oder beide stumpf seyn, 
was nicht der Fall ist, wenn GAB and GBA beide spitz oder beide 
stumpf sind. Von einem Punkte 0 ans lassen sich, im Falle das 
Perpendikel nicht in das Dreieck fällt, aber im Allgemeinen zwei 
Perpendikel auf die Verlängerungen von ^VB ziehen, welche mit ein- 
ander, einen grössten Halbkreis bilden; davon liegt da^enige von 
ihnen, das < 90 ^ auf denjenigen Th^ile der Verlängerung von AB, 
derTom stumpfen Winkel des Dreiecks ausgeht, das andere auf dem 
andern Theile. 

Die Länge des Perpendikels ergibt sich aus der Gleichung : 

sin CD = sin AC . sin A, 
und CD ist spitz, wenn A und B es sind; stumpf, wenn A und B 
8tanq»f sind; in diesen beiden Fällen fallt CD in das Dreieck ABG. 
Sind A und B nicht gleicher Art, so kann man beide Werthe von 
GD, die aus obiger Gleichung folgen, beibehalten; das Perpendikel 
(die Perpendikel)^ fällt danu ausserhalb des Dreiecks» 

. Ai^merkaiig.' Man irird leiobfc übcfsdien, dan die so öben gestellfte md g«- 
iSite An^be nife der suimmeofUlt, von einem Pnalcte einer Kante ein«rjdf«l- 
•eitigen kllq»ed!ciien: Ecke anf die enftgeg^nifeeheade Seiteiiillclie dne Senkieekte 
zu ziehen , oder auch dnreh eben diese Kante eine Ebene zu legen, welehe senk« 
reeht steht anf der entgegenstehenden Seitenfläche. Betnclitet man nlmlidi die 
Spitze der E^ als Mittelpunkt einer Kngel, und sind A, B, G die drei Ponkte anf 
der ObeiftBche dieser Kngel, in der die Kanten dieselbe sehneiden, so ist die dnieh 
GD gelegte Ebene eines giOssten Kreises die gesudite Ebene. . Der geftmdeD« 
Winkel GD ist dann dieNeignqg der darch C gehenden Kante gegen die eatgqgen- 
stdiende Seitenfllche. 

Ist 0 der Kngebnittelpnnkt nnd man zieht OA, OB, die rttekwlits In OA', OB' 
Vffirlftngert werden , so eq^bt sieh ans den obigen Untersuchungen offionbar folgen- 
des: der Fussponkt der von einem Punkte der Kante OC auf die Ebene der zwei 
aadem Kanten gefällten senkrechten Geraden fallt in den Winkel AGB, wenn die 
Flftchenwinkel an OA und OB spitz sind (GD ÜiHt innerhalb des Dreiecks nnd ist 
spitz) i er filUt in den Winkel A'OB'« venn diese beiden Fiacheaviokal stampf aini 
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(CD Mit in das Dftieek und ist stan^f); er Allt in den Winlcel BOA', veno der 
fliehenwinkel an OB stmapf , de^ an OA spits ist (die spitie Senkrechte GE fUlt 
ansseriialb des Dreiecücs anf die Seite des stampfsn Winkels); endfifih fiüh er in 
den Winkel AOB' , venn der Fllchenwinkel an OA stampf, der an OB spits ist 
Ist der FUchemrinkel an OA = 90^ nnd der an OB <90^ so flOlt der Fosspvnkt 
in OA, ist er > OA'; ist derFlieliemnnkel an OB s= 90», so ftUt derFnss- 

pnnkt in OB oder OB', }e naehdem der Flleheniriidcel an OA^SO**; sind endUcb 

diebtideBl1ielwniriakdanOAQndOB = 90%sofiaitd«FQSspanktiBO, ^h, 
die Kante OG steht senbeolit aof der Ebene der beiden andern Kanten. 

Fttr den Fall, dass in nnserer Figur A=B =s 90<», ist auch AG^ss BC s 90« (§. 8), 
also hatte man tg AG = oo, cos A si 0, mithin tg AD = oo .0, d. h. AD bleibt un- 
bestimmt, vie natOrlidi, da in diesem Falle jeder Ton G aas anf AB gezogene Bo- 
gen (eines grOssten Kreises) senkrecht anf AB seht, also der Fnsipimkt desselben 
irillkahilieh angenommen werden kann. 

2) In einem Parallelepiped AE kennt man die Längen dreier in 
einem Punkte zusammenstossender Kanten Hg^W. 
AB — a, AC = b, AD — c, so wie die Win- 
kel, welche dieselben mit einander bilden, 
CAB = a, CAD=ABAD=y. Man soU 
das Parallelepiped berechnen. 

Da man in jeder der drei in A znsiam- 
menstossenden Seitenflächen, welche Pa- 
rallelogramme sind, zwei Seiten und den ein- 
geschlossenen Winkel kennt, so sind diese 
Seitenflächen vollständig bekannt; dess- 
gleichen also anch ihr Flächeninhalt nnd 
derI]:dialtderOberflächedeBParallelepiped8. 

Die direi Kanten AC, xVB, AD bilden eine derseitige körperliche 
Ecke, in der die Kantenwinkel ge^^^eben sind; die Neigungswinkel 
der Seitenflächen gegen einander sind also die Winkel eines sphä- ' 
rischeu Dreiecks, dessen Seiten o, fi, y smd, nnd zwar stehen diese 
letztem den Neigungswinkeln an AD, AB, AC entgegen. Die Be- 
' Stimmung derselben geschieht mithin nach §. 9. 

Die Neigungswinkel der Kanten AC, AB, AD gegen die Ebenen 
ABD, CAD, BAC sind nichts anderes, als die nach Nr. 1 berech- 
neten Perpendikel von den Eckpunkten des Sphärischen Dreiecks 
auf die entgegenstehenden Seiten und zwar ist die Neigung von AD 
gegen BAC das auf die Seite a geföUte Perpendikel n. s. w. 

Sey non die m die Neigung von AD gegenBAO, so ist die Höhe 

18» 




J7 
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des ParaUelepipecl« ='c . sin «, und da der Inhalt der Grundfläche 
= ab sin a, soi8tderKülnKnhaltdeBPaTaUelep^cd8==abc8m«8m«. 

Bezeichnet man den au AB liegenden FUtehenwinkel mit ßo ist 
xiach Ist. 1 : 

sinü) = sinji*.siny, 

also ist der Inhalt des Paraü elepipcds: . 

abCßhia8my8injti==2abcVsm8.ßin(s— a)8ml8--/J)8in(s---yJ, 

wobei s = i(« + /^ + y) i«^^§-^)- . 
In derselben Weise verfälirt man, wenn man den Inhalt eines 

dreiseitigen Prismas oder einer dreiseitigen Pyramide aus den drei 
znsammenstossendenKantenundihrenNeigungswinkelnzufindenhat. 

Die Hälfte obiger Grösse gftt den Inhalt des Prismas; der 6. Theil 

den der Pyramide. • 

3) ABCD sey ein sphärisclies Trapez, in welchem, AC nnd BD 
senkrecht auf AB stehen (natürlich sind alle Seiten Bogen grösSter 
Kngelkreise); man kennt die Längen von iVB = a, AC — b, BD — c 
nnd soll die Fläche des Trapezes ABDC berechnen. 

Seyen A, B. 0. D die vier Winkel des Vier« 
ecks, 80 sind also A = B = 90« A + B = 180^ . . 
Man verlängere die Bögen AC, BD bis sie sich in / \ 
F schneiden und sey F der Winkel an F in dem / \ 
Dreiecke ABF. Da man die absoluten Längen von / \ 
AB, AG, BD kennt» so kaim man sie leicht in Win- 
kelmass verwandeln. * 

Wir wollen sie, der Kürze wegen, immer m{t 
a, b, c bezeichnen. Die Fläche des Dreiecks ABF a 

ist nach §. 16: 

r»arcE, wo E = A + B + F— 180=F, 
da A+B = 180® ist; die des Dreiecks GDF ist: 

r*arcE', woE' = 180^ — G + — D -fF — 180» = 180* 

-(C + D)+F, 

indem die Winkel an C und D in CDF gleich ISO** — C, 180*— D. 
sind. Daraus folgt 

a b c 

* Die dkMn BOg«a sagehürigen Mittelpnnktewinkel sind ~ y ^' 7^* vmn 

\ 180 60 60 

rieinSelauitasaigediOdctTOdfii» wovieder^s- — '-—^ — saom:*8''iBt 
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TrH>ez ABCD = r ^ arc (E - EO r ^ arc (C + D - 1 80"). 
Nim sind aber die Seiten AF, BF gleich 90° (§. 8. Nr. 2); also 
CF=90^— b, DF = 90^:--c, mithin (§.6. (10)): 

algoda(§.8. Nr.2):F=a: 

tg[180'-t(O+D)] = 33^^^^£^cotgia. 

d.h. ««i(C+i>)=-^^§^cotgia 
oder 

cot«i(C+D-1800 = -t«l(C+D)=^J^^JcotgJa. 

*^*(C+D-180')=^ig±f]tgi.. 

d. h. man hat als Fläche des Trapezes: 

_ sin|(b + c) 

' cosi(c — b) 

Gesetzt nun« es seyen b« c, a so klein, dass man die über die 
vierte hinausgehenden Potenzen von p • • • vernachlässigen könne 
(§. 19), so ißt (erste Abthlg. §. 16): 

.i«i(b+c)=üi-'-*c-±^);cosi(c-b)=i-^C-=-^)' 

*«i* = 2;+il2"rJ ' 
also b + cn 1 (b + c)^ -| 

sin^b + c) . , _ 2r 24 r^ -* I ^ ^''^ ^ 

cosi(c— b)^'*"" l (c-b)^ V'^12rV2r 

• ""8 r* 



r»arc«,.wotgi«=:^;^^tgia. (22) 



Bin^ r "6 V.r^ 120V.r J 
♦ l£«nhiaallgemem^(^= — 1= , r-^r-^. woMMdmch 



woiaiis dann dar AnidRNk in Teifeo folgt. 
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_ a(b + c) n 1 (b + c)^ l (c-b)^ -ir 1 a^^ 
4r* 'L 24 "^"7^ ^8 Jy'^UrO 
_ a(b+c) r. l (b + c)^ , l (c^b)^ 1 

4r» 24 r» "^8 r» ■^12rÜ. 

_ a(b + c) r, . 3c*— 6bc+3b»+2a*— 1>>— 2bc->c^ 1 
4r» L^"^ 247^ 

_a(b4-c)r 2a^ + 2b' + 2c'— 8bc "| 

I _ a(b + c) r, , a^ + b^+c^~4bc 1 
- 4r» ^ 12? J- 

Da aber a selbst ziemlich klein, so ist 

^2"'^2^^°*'"'"3*'*' V2V~2*"^'*'^5i^^ 

also , 

1. ,1 , a(b + c)r, , a*+b^ + c»— 4bcT 
jarci.+parc»«= -^L^ + ^ J' 

a 1 b I c ) 

Als genäherten Werth von | arc o; erhält man hieraus , 

und da die dritte Potenz hie von schon im Nemier enthält, so 
wd man arc' a nicht mehr zu beachten haben. Also ist 

''U.ABCD=ifl:±^[.+ ''+"'+;;-«'" ]. (23) 

Die Formel (23) hat denselben Grad der Genauigkeit, wie (21) 
in §. 19* Ist (23) nicht mehr genau genug, so gibt (22) natürlich grössere 

Schärfe. Man wird beachten, dass ^^^^ hS? die Fläche des Trar 
pezes ist, Venn es geradezu als geradlinig angesehen wird;' 
* l^r* — bildet den Korrektionsfaktor dieser Bechnuig. 

Sey z.B. a= 15869'5, b = 7310-.3, c = 317-9 (Toisen) so ist 
b4-c = 7628-2; ferner sey log r = 6-5141498, dann 



a» 



-, = 0-000001966281 
12r* 

-^ = 0000000417243 
.12r' 



Digitized by 'Google 



Kreis dudi dni Funkte einer Kogel. 279 

t 

~= 0000000000789 iÖdl^ = 60ö278ö9'96, 
12r' 2 

0Ü00002384313Trapez = 60527859-95.1-00000231l735 

1^.=0-000000072678 =^0027990 9. (auadrattoiseo). 

12r' . 

0*000002311735 

l+ ^'+V+^;-^^^ ==1.0000023U735. 

12r'* 

4) Durch die drei Eckpunkte A, B, C eines sphärisrlion Drei- 
ecks wird eine Ebene gelegt, welche die Kugel in einem Kreise 
, schneidet; man soll den Halbmesser uid Mittelpmikt desselben be* 
stimmen. 

Sey O der Kngelmittelpmikt, E der gesnchte Mittelpankt, se ist 

EA = EB — EC der gesuchte Halbmesser, und zugleich der Halb- 
messer des um das ebene Dreieck ABC beschriebenen Kreises. Fer- 
ner ist Winkel EOA = EOB = EOG, und wenn r der Halbmesser 
der Kugel, so sind die Seiten des ebenen Dreiecks (erste Abthlg. 
§. 21) =.2rsniia, 2rsin|b, 2r sin ^c; ist also F die Flache dieses 
Breiecks, so ist (erste Abthlg. §. 28) : 

8r'sin^asinJbsiD^c 

4P 

Die Gerade EO steht senkrecht auf der Ebene ABO und kann 
als Höhe der Pyramide ABGO angesehen Verden, deren Inhalt also 
EO .F 

= — ^1 — ist; da aber die Kanten OA, OB, 00 gleich r sind, und 

AOB= c, BOG = a, AGG = b, so ist nach Nr. 2 dieselbe. Grösse 

auch = i r ' V sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c), wo s = 
^(a-J-b+c). Also ist 

— 1iVßinsßia(8 — a)sin(s — ;b)ßin(s — c), 

und 

tg AOE = — = ^^"t*™^^'^"'^^^ 1_ 

Vsinssin(s — a)sin(s — b)sin(s — c)* 
aus welcher Formel AOE (< 90®) sich ergibt. Dann hatmanüki« 
gens auch 

EA=r8inAOE»£Os=reo8AOE, . 
wodurch EA und EO bequemer gefimden werden. 
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Wollte man ancb den Nelgnngswuikel der Ebene ACE gegen 
AOB haben, so hätte man bloss ein sphärisches ]j)reieck aufzulösen, 
dessen drei Seiten AOB (== c), AOE, BOE (= AOE) wären; der 
B0£ entgeg^tehende Winkel wäre sodann der gesuchte 9). 

§.23. 

1) Der Winkel BOA liegt nicht in der dnrcb G gehenden Ho- 

rizontalebeno; man soll seine Projektion B'CA' auf diese Ebene be- 
stinunen, wenn man die Winkel BCB^ AGA' kennt, welche seine 
Seiten mit derselben machen. 

Denken wir uns in 0 eine Senk- nf.64. 
rechte anf den Horizont errichtet nnd ' 
betrachten dieselbe, so wie GA, GB 3 
(die Seiten des gemessenen Winkels) 
als Kanten einer dreiseitigen körper- 
lichen Ecke; dessgleichen diese Senk- — ^ 
rechte nnd die Projektionen OB', GA' 
als Kanten einer zweiten körperlichen 
Ecke, so werden die diesen Ecken entsprechenden sphärischen Drei- 
ecke ZBA, ZB'A' in Z denselben Winkel haben : da ferner ZB' = 
ZA' = 90», so ist (§. 8. Nr. 6) der Winkel bei Z gleich B'CA'. In 
dem Dreiecke ZBA kennt man mm: « 
die Seite ZB = ÖO*— BGB'; ZA = 80* — AGA' nnd BA = BGA, 
inankannal8oden'V^el'Z(§. 9)berechnen^ nnd erhittt somit B'GA^. 

Die Formel (a) des §. 21 wird hier in den meisten Fällen an- 
wendbar seyn. Man übersieht leicht, dass, wie bereits in §. 21, für 
ZB oder ZA > 90*^ (wenn also B oder A unter der Horizontalebene 
U^eü) dieselben Formeln gelten, wenn man a oder ß negativ setzt» 
während natürlich unsere allgemeine Adnosong 
davon nicht berfihrt wird. 

2) Die drei Punkte A, B, C liegen in einer 
Horizontalebene, D ist über diese Ebene er- 
haben. In D misst man die Winkel ADB, j 
BDG, ADG, in Adie WinkelDAG, BAD nebst 
der Seite AB; man sott die Entfernungen der 
vier Punkte gegen emander bestunmen. 

In der dreiseitigen körperlichen Ecke, deren 




Digitized by Google 



Koutmktioii iinir Hotinnlalioaoeiiiilir. 281 

Spitze D ist , kennt man die drei Kantenwinkel, findet also die drei 
Flächenwinkel (§. 9); in der dreiseitigen kAiperliehen Dcke, deren 
Spitze A ist, kennt man nnn die zwei Kantenwinkel DAG, BAD 

und den an AD liegenden Neigungswinkel der Ebenen CAD, BAD, 
der in der vorigen Ecke dem Winkel BDC entgegen stund. Dieser 
Winkel wird von den bekannten Kantenwinkeln gebildet; die Auf- • 
lösung dieser Ecke geschieht also nach §.11. In dem Dreiecke. 
DAB kennt man jetzt eine Seite AB und die zwei Winkel ADB, 
BAD» es wird also nach §. 24 der ersten Abtheilnng berechnet; in 
CAD kennt maii nanmehr AD, DAG, ADO, das Dreieck ist also be- 
kcannt ; in BAC kennt man AB, AC, BAC, dasselbe ist also eben- 
falls bekannt (erste Abthlg. §. 25); in BCD endlich kennt man 
alle drei Seiten. Die sämmtUchen vorkommenden Langen können 
mithin berechnet werden. 

Man whrd beachten, dass wir die Bedingung, A, B, C liegen in 
derselben Horizontalebene, welter gar nicht beachtet haben; sie ist 
auch so weit überflüssig, und wird nur dann nothwendig, wenn man 
die horizontale Entfernung des Punktes D von A, B, C (die soge- 
nannte geodätische Entfernung, vergl. erste Abthlg. §. 38) d. h. die 
Entfernung ^der Projektion des Punktes D auf die durch A, B, G 
gelegte Ebene vot A, B, C kennen will. 

Sey E die Projektion von D auf die Ebene ABC, so wird der 
Winkel D^VE nach §. 22. >^r. 2 und 1 gefunden werden, woraus dann 
leicht AE = AD cos DAE folgt. Da man nun auch DE = DA sin DAE 
hat, so findet man in DBE, worin DE, DB undDEB=90" bekannt 
sind, B£; eben so ergibt sich GE aus DEC. 

3) Man soll eine Horizontalsonnennbr konstmken. 

In dem Punkte A der Erdoberfläche, wo die Sonnenuhr konstmhrt 
werden soll, errichte man einen Stab, der parallel sey der Weltaxe *, 



* Das BBomieligeirOIbe idwint sidi Jedm mn ein« Aie sa drdMD, die 
dmcb den IfiMdpankt der Erde geht; diese Aze ftilt nsanuien mit der kleinen 
Axe der EDipse, nm welche letstere sieh drehen nnss, mn die meflieinttisehe Erd- 
oberfläche za erzengen (ente AlitUg. %, 8$). Diese Axb betet die Weltaxe; sie 
trififc das Himmelsgewölbe in BweiPtudkten, welehePoIe heissen, ron denen für 
Tins nnr der eine , der Nordpol, sichtbar ist. Die Ebene , welche durch den Mit- 
telpunkt der Erde gehend, anf der Welluo senkrecht steh«, sehneidet die Himmels« 
kiigel im Aeqnator. 
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der also mit einer durch A gehenden Ilorizontalebene einen Winkel 
mache, gleich der geographischen Breite d£S Ortes A (erste Ah thlg. 
§. 38) oder gleich der Höhe* des Nordpols über dem Horizont. 




* Iii9.86.Nr.4 dir enften AMiheihmg wmde beratti die Bedentnng dm Z»- 
nitht vtMuL Iit A ein Pmikt der Eidoberftldie, 
and enriolitaa irir in denuelben eine Senkreehto anf 
diese Fllöhe (wie aie etira dnreh die Biehtang dee 
BleiloCht angegelien wird) , so iHrd dieselbe , bis an 
das EDameisgewOlbe teiUngnt» letzteres in demje- 
nigen Pnnkte treffen, den man das Zenith Ton A 
nennt, so dass dasselbe also den senkrecht über A 
befindlichen Punkt des Himmels darstellt. £ine£bene, 
welche durch A seolueoht auf die Richtung jener nach 
dem Zenith gesogenen Geraden gelegt wird , bildet 
den scheinbaren Horisont von A, der also Him- 
mel nnd Erde in scheiden scheint. Der wahre 

Horisont Ton A gellt, mit dem scheinbaren parallel, dmeti den Ifittelpnnkt d«r 
Erde, den wir uns zugleich als ^Fittelpunkt der HimmelAngel denken müssen. 
Denken wir uns nun durch das ZeniUi von A nnd einen Stern S einen Bogen gröss- 
ten Kreises am Himmelsgewölbe gesogen und verUngem ihn , bis er den (waluran) 
Horisont trifft» so heisst der Bogen zwischen Stern und Horizont (d. h. der yon ihm 
umspannte Winkel am Mittelpunkt der Erde) die Hö^e des Sterns. Diess ist die 
wahre (oder geozentrische) Höhe ; messen kann man nur den Winkel, den die Li- 
nie AS mit dem scheinbaren Horizont AM macht, d. h. den Winkel SAM. Betrach- 
ten wir nun die Erde als eine Kugel, vras genau genug ist, so wird sich aber dAS 
Winkel SGN ans dem Winkel SAM leicht berechnen lassen. £s ist n&mlich 

SAZ = SCZ-|-ASC, 
d.h. 90" — SAM = 90^' — SCN-f ASC, 

SCN=SAM + ASC. 
Was ASC (die Parallaxe) anbelangt, so hat man 

sin ASC : sin SAG = AC : CS, 

ak ASC s ^. Sin SAZ = ^ cosSAlf. 

vo Co " 

CS ist dl» Entfemnng des Steins vom HIttelpinikta der Erde, AC der Erdhalb» 

messer. Bei den Fixsternen ist nnn immdr CS nngehener gross im Yerhlliniss ni 

AC 

AC, so dass der Bruch — verschwindend klein ist; dasselbe gilt also auch von 

■in ASC» also Ton ASC» d.h. man wird haben 

SCN = SAM, 

so dass mitbin der wahre und scheinbare Horizont nicht unterschieden werden kön- 
nen, wenn es sich um Fixsterne handelt. Es kommt diess offenbar darauf zurück, 
die Erde selbst als einen Punkt ZU betrachten^ im Yerhiitniss aar nnendlichea 
Entfernung der Fixsterne. 
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* 

Bescheint nun die Sonne diesen Stab," so wirft er einen Schatten, 
^ welch letzterer auf einem getheilten, horizontal liegenden Kreis, des- 
sen Mittelpunkt A ist, die betreffende Zeit anzeigt. Um den Kreis 
einzutheilen, bemerk^ naan, dass die Zeit von einer Mitternacht zur 
andern in 24 gleiche Theile, Stunden getheüt, so dass die 12. Stunde 
auf Mittag, d. h. anf die Zeit föllt, in welcher die Sonne durch 
den Meridian von A geht (d. h. durch den Ilimmelskreis, der durch 
Pol und Zenith geht); nehmen wir nun an, die Sonne bewege sich 
am Himmel mit gleichfurmiger Geschwindigkeit, der nämlich der 
Umwälzung des ganzen Himmelsgewölbes, so werden in Jeder Stunde 
von ihr gleich grosse Bögen zurückgelegt werden. Verbindet man 
den Ort der Sonne in einem gewissen Augenblicke mit dem Nord- 
pol durch einen Bogen grössten Kreises (des Stunden- oder 
Deklinationskreises), so heisst der Winkel, den dieser Bogen , 
mit demMeridian am Pole macht, der Stundenwiukel, der beider- 
seitig vom südlichen Theile des Meridians von West gegen Ost und 
von Ost gegen West gerechnet wird, und zwar jeweils bis 180®, 
welch letzterer Werth Mittemacht entspricht, während 0 der Stuur 
denwinkel tur 3Iittag ist. Da das Himmeisgewölbe sich gleich- 
förmig dreht, so wird der Stundenwinkel der Zeit proportional zu- 
oder abnehmen, und zwar fiir jede Stunde um lÖ". Für jeden Zeit- 
moment ist es somit sehr leicht, den Stundenwinkel zu erhalten; 
für die Zeit t Stunden vor oder nach Mittag ist er 15 1^ 
Sey nun der Stundenwinkel — y'^ (also 

die Zeit= ^5^^' ^^^^ Mittag), so 

wird der Stab AB einen Schatten AE wer- 
fen, welche beide Linien in derjenigen 
Ebene sich befinden, welche durch die 
Sonne und den Stab AB in A geht; ist 

AM die Richtung des Meridians auf der 
Erde, so werden die drei Linien AB, AM 











A 





Der Winkel SAZ ist also die Zenithdistanz des Sterns S für A (eigentUeh iit 
es SCZ beide aber fallen zusammen) ; Zenithdistanz und Höhe betragen zusammen 
90°. Die Hohe des Pols itt also der geographiBchen Breite, d.h. dsr Zenithdistaiis 
des Aeqo&tors gleich. 
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AE die Kanten einer körperlichen Ecke seyn, in der BAM = Pol- 
höho (— geographische Breite =) a; der Winkel der zwei Ebenen 
EBA, MAB ist nichts anderes als der Stundenwinkel (p, während 
der der Ebenen BMA, MAE gleich 90* ist. Man hat also (§. 8) : 
cotg^ = cotgMAE . sin o, tgMAE = tg^ sina. 
Hieraus folgt MAE, also kann man ilE konstruiren, und wenn 
dann der Schatten aui' AE fällt, so wird der ^tondenwinkel der 

Sonne = y", also die ^eitjg seyn. Man zeichnet also, wenn man 

bloss ganze Stunden angeben will, anf der durch A gehenden Ebene 
eine Reihe gerader Linien, die mit AM Winkel machen, deren Tan- 
genten sind: tgl5"sina, tg30"sin«, tg45%ina, und wenn der 

Schatten des Stabs auf diese Linien fällt, so ist es 1, 2, 3 oder 11, 

10, 9, ... Uhr. 

Man kann diess Alles jedoch durch folgende Konstrüktion er- 
reichen, die wir noch angeben wollen, da der Gregenstand nicht ohne 
Interesse ist. . ' ' 



Sey CBT ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem BGT gleich 

der geographischen Breite des betreffenden Ortes ist; man verlängere 
CT ganz beliebig, ziehe BR auf CB senkrecht, bis sie CT in R trifft, 
ziehe Re senkrecht auf CR, und mache RV = BR; ziehe endlich 
mit VR um Y einen Yiertelkreis, den man in 6 gleiche Theile theilt» 
wenn man bloss Standen auftragen will, in 12, wrän halbe Stan- 
den n. 8. w. Durch die Theilpunkte ziehe man. Halbmesser, bis sie 
Re in a, b, c, . . . schneiden, endlich verbinde man C mit a, b, c, so 
werden, wenn CR die Richtung des Meridians angibt, Ca, Qh, Cc^.. 




V 



Digitized by Google 



Koturtniktion 611107 Hoiiioiittlsomisiiiihr* 2SS 

die Stundenlinieii für 1« 2,... oder 11, 10, 9.... Man erhält in 
dieser Weise die Eintheihmg fftr 12-^ nach Mittag, nnd 6—12 
TorSfittag, verlftngert man aber die Stnndenlinien illr 5, 4, . . . nach 

Mittag rückwärts , so erhält man die für 5, 4, . . . vor Mittag, und 
eben so, wenn man die für 7, 8, . . . vor. Mittag rückwärts verlängert, 
die für 7, 8, . . . nach Mittag. 

Dass man bei dieser Konstruktion richtig verfahren ist, kann 
leicht beniesen werden. Sey z. B. RVc = ip (hier 45^), BOT = 

' BT 

CB=r, soi8tBT = rsina, TBR=«,BR=ÄV = =3rtga, 

cosa ^ 

CB r 

a]soBc=Rytga)=rtgatga>, CRs= = , alsotgcCR 

•oy o oy» jj^g^ cos« ^ 

= ^ = r tga tg y . ^2if!sri tgg) . sin«, d. h. cCR ist d^ nach obi- 

ger Formel bestimmte Winkel für den Stundenwinkel (p. 

Bass dieRäckwärtsverlftngemng ebenfalls richtig ist, kann man 
leicht einsehen. Fttr 5 Uhr nach Mittag macht die Schattenlinie 
mit CR einen Winkel, dessen Tangente = tg 75* sin a; für 5 Uhr 

vor Mittag dagegen einen andern, dessen Tangente =tg 105*^ sin a 
== — tg 75** sin«; diese zwei Winkel betragen mithin zusammen 180". 

-Legt man jetzt CR in den Meridian (die Mittagslinie) und stellt 
dann das Dreieck CBT vertikal auf» so wird CB die Schatten wer- 
fende Kante seyn kdnnen. 

Anmerkung. Hiezu bedarf es allerdings der KenntDiss der Richtung der 
Mittagslinie an der Stelle , in der die Sonnenuhr soll errichtet werden. In §. 25 
werden wir eine Reihe astronomischer Aufgaben , betreffend die Bestimmung der 
geographischen Breite, lösen, aus denen dann auch sehr leicht die Richtung der 
Mittagshnie (Meridian) gefolgert werden kann. Da man aber nicht immer diese 
attronomischen Hülfiunittel anwenden kann oder will^, so iriid es nothwendig , we- 
nigstens nahmi 4it Bkiitiiiig dar ICttagdinie lekÜiter beeftiiiiiiieB sa kBuMB. Za 
.dm Ende enklito asii in toi Punkte C, d. ^. in dem Punkte, in velehem der 
Schatten weifinide Stab toU «niditet weiden, einen eenkieefaten Stab von beliebiger 
Lange, nnd besdireibe mn C als Mittelpiinkt eine Reibe Kreise aaf der horizonta- 
len Ebene. Man- beobachte nun die Linge dee Schattens dee Stabes, vas mittelst 
der Kreise leicht gesehehan kauv mr nnd nach dem Mittage; der Moment, dä der 
Stab den kflisesten Schatten wirft, ist als der wahre Mittag ansosehen nnd die 
Sehattenfinie ist die Mittagilinie. Am besten wird man sie finden, wenn man 
l^ddie Schattenlftngen tot nnd nach Mittag sndit nnd dra Winkel der entspre- 
cheata Schattenlmien balbirt. Dabei ist freilieh Toransgesetst, dass die Somia 
UB Mtttag (d. h. wenn sie dneli taMeiidiaii gabt) ihren hOehtten Stand am Htm- 
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mel erteiebt, was vabr ▼Are ▼enn ihre DeUibaiion im Laufe einet Tages ticfa 
nicht andern wOide. Fflr die Zeit am den 23. Juli oder 23. Desember ist diese 
nahesn der Fall, st» daat man diese Tage am ddienten nr oUgen Bestimwwig 
wählen wild. Da femer der Endpunkt des Schattens nicht bequem beachtet wer- 
den kann , so vrird man bosser thnn, am obem Ende des Stabes eine metallene 
Platte mit einer kleinen Oefibung anzabringen ond den Licbtpnnkt, der hiednrch 
entsteht» als findponkt an wählen. 

§. 24. . 

• 1) Man soll die Länge des Tages fEkr einen bestimmten Punkt 

derErdoberiläclie und für einen bestimmten Tag finden, d.h. berech- 
nen, wie lani^e die Sonne an diesem Tage über dem Horizonte des 
fraglichen Ortes bieibt. 

£he wir diese Aufgabe lösen, müssen wir noch einige Erklä- 
rungen vorausgehen lassen. Wir haben bereits mehrfach gesagt, 
dass das Himmelsgewölbe, an dem die Sonne sich befindet, sich 
gleichförmig um die Weltaxe dreht (zu drehen scheint, was übri- 
gens hier gleichjunltig ist), so dass also auch die Sonne mit diesem 
Gewölbe sich drehen wkd. Wäre die Sonne nun fest, so würde 
ihre Bewegung gleichförmig und parallel dem Aequator, d. h. in 
einer Ebene vor sich gehen, die senkrecht auf der Weltaxe steht. 
Die Sonne hat aber, neben dieser allgemeinen Umwälzung, eine ei- 
gene Bewegung am Himmel, die der Richtung der täglichen Bewe- 
gung entgegengesetzt ist, nämlich von West gegen Ost geht. In 
Folge dieser eigenen Bewegung durchläuft sie während eines Jahres 
am Himmel einen grössten Kreis, der unter einem Winkel von 
23® 27^ 28'' den Aequator in zwei Punkten durchschneidet, welche 
der Frfthlings- und Herbstpunkt heissen. Die Bewegung der 
Sonne in ihrer eigenen Bahn geschieht übrigens nicht ganz gleich- 
förmig. In Folge dieser Bewegung ändert die Sonne ihren Abstand 
vom Aequator fortwährend; welcher Abstand offenbar gemessen 
wird durch den Bogen eines grössten Ki^eis, welchen man durch 
Sonne und Pol, also senkrecht auf den Aequator legt; dieser Abstand 
d. h. das Stück zwischen Sonne und Aequator heisst die Deklina- 
tion der Sonne (woher auch der Namen Deklinationskreis fttr 
jenen Kreis rülirt). Da man läie Bowecunjr der Sonne kennt, so 
kennt man also auch ihre Deklination für jeden Tag und weiss, um 
wie viel sie sich im Laufe eines Tages ändert. Diess, in Verbindung 
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noch mit der nogleichförmigen Bewegung der Sonne in ihrer Bahn,, 
macht, dass die Zeit von eineih Meridiandarcligang bis zun andern 

nicht immer dieselbe ist. Daraus folgt, dass die Tage, welche eben 
diesem Zeitinten'alle gleich sind, ungleich lang wären, wenn sie 
bloss nach der Sonnenuhr (§. 23. Nr. 3) gemessen würden. Da 
man solche ungleich lange Tage für die Pendeluhren nicht brauchen 
kann, so hat man alle Tage als gleich lang angenommen, und'da- 
dnreh eine mittlei^e Zeit erhalten, yon der die eigentliche Sonnen- 
zeit, wie die Sonnenuhr sie gibt, abweicht, so dass der Meridian- 
durchgang der Sonne bald vor, bald nach 12 Uhr Statt findet. 

Die Sonne geht nun auf oder unter, wenn ihre Zenithdistanz 
= 90° ist, so dass also ihre Höhe = 0 ist. Kennt man den Stun- 
denwinkel (§. 23. X^r. 3) der Sonne für den Augenblick ihres Auf- 
gangs oder Niedergangs, so lässt sich daraus unmittelbar auf die 
betreffende Zeit, und also auf die Tageslänge schliessen. 

Stelle nun S die Sonne vor, Z das Zenith, P den Nordpol also 
BZA den Meridian , AB den Horizont , so 
ist in dem Dreieck ZSP, ZP die Zenith- 
distanz des Pols 90° — der geographischen 
Breite, ZS die Zenithdistanz der Sonne, ' 
ZPS der Stundenwinkel, PS = 90^ — De- A\ 
klination der Sonne. 

Bezeichnet man also die Deklination 
der Sonne mit ^, mit b die geographische 
Breite, mit z die Zenithdistanz der Sonne, mit s den Stundeninnkel 
derselben, so hat man (§. 3). 

cos z = cos (90'— b) cos (9P*— + sin (90'— b) sin (90*— <>) cos s, 
wobei d negativ wäre , wenn sich die Sonne südlich vom Aequator 
befände ; d. h. man hat : 

cosz = sinbsincy-f-cosbcos^coss. 
Allerdings geht die Sonne auf oder unter, wenn z := 90**; allein 
die Strahlenbrechung macht, dass die Sonne immer etwas höher 
zu stehen scheint, al» sie wirklich steht, so dass man sie also be- 
reits sieht, ehe sie tlber den Horizont gelangt ist; diese Erhöhung 
beträgt alsdann etwa 33" (was wir mit e bt*zeichnen wollen, so dass 
also die Zenithdistanz = 90" -f- e seyn wird, wenn die Sonne auf- 
oder untergeht). Was femer die Deklination d anbelangt, so kennt' 
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man sie nur für den Mittag des betreffenden Ortes, d. h. für den 
Augenblick dw Meridiandurcbgaog^; sie ist also beim Auf- und 
Untergang davon verscbieden. In der Zeit vom Aufgang bis Mit^ 
tag, oder von letzterem bis Untergang wird man annehmen dfkrfen, 

die Deklination ändere sich gleichförmig tind wir wollen annehmen, 
sie wachse, und zwar um n" in 24 Stunden, oder wenn s um 360** 
Wächst. Für den Augenblick ^es Aufgangs» dem der Stunden- 

n 8 

Vinkel s entspricht, wird also die Deklination 6 — betragen, 
wenn s in Graden gegeben ist; Ar den Augenblick des Untergangs, 



ns' 



dem der Stundenwinkel s' entspreche, wird sie ausmachen. 
Bestimmt man also s und s' aus jlen Gleichungen 
cos (90 ° + «) = sin b sin — + cos b cos Qs — ^* 

cos (90 + = sin b sin + ^) + cos b cos (j + ^) cos s', 

so wird man die Stundenwinkel für den Aufgang und Untergang 
der Sonne, und daraus dann die Tageslänge erhalten. Um s oder s' 

HS n s' 

zu bestimmen, wird man zuerst oder weglassen und daraus 

•>0U dOU 



einen genäherten Werth für s = s' erhalten, den man in setzt, 

360 

mid dann s und s' genauer findet. Kahme die Deklination der Sonne 
ab, so wäre n negativ zu setzen. 

Sey b == 5 P 3 1 ' 47", <l = 16 ° 4' lö", n = 18' 2", e = 33". Jüfan 
hat also zuerst nähemngsweise 

, sine+sinJrinb 

cos s ( = cos &') — 4 r — , 

cosbcosd 

woraus 8= 110*»47'7"; also = 18'2" tt^ 1 1.. = 6'30^ 



mithin 

woraus 
Ebenso 

woraus 



360 360.60.60 
sin €+&in (6 — 5' 30") sin b 

cos 8 2^ — — ^— — — — 

cos b cos (a— 6' 30") * 
B=110«39'8''. 

coss' = smg+8ip(^+y30^0'8inb 
C08bcos(^ + 5'30") * 
s' = 110°öö'6". 
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Verwandelt man diese Stunden winkel in Zeit (16® auf die Stande), 

so erhalt man : 

Aufgang der Sonne vor Mittag 7 Standen 22 Min. 36 Sek., 
Untergang „ » nach „ 7 „ 23 „ 40 „ 
Die Tageslänge also betrog 14 Stunden 46 Minuten 16 Seknn- 
den. Die Zeit des Sonnenaufgangs wäre also 12— 7 Stund. 22 SGn. 

36 Sek. = 4 Stund. 37 Min. 24 Sek.; allein es ist diess nicht mitt- 
lere Zeit, wie die Pendeluhren sie zeigen, sondern wahre Zeit, wie 
sie von den Sonnenuhren angegeben wird. Da an dem betreffenden 
Tage , die mittlere Zeit um 3 Min. 3 Sek. hinter der wahren zurück 
war» so zeigte die Uhr bei Sonnenaufgang 4 Uhr 34 Min. 21 Sek., 
. bei Sonnenuntergang 7 Uhr 20 Mm. 37 Sek. 

Die Summe s + s\ um die es sich handelt, wenn man nur die 
Tageslänge zu finden wünscht, kann übrigens einfacher erhalten 

n s 

werden. Da nämlich immer klein ist, so wird mau nahezu 



sin (^J— = TO — cos ^ arc 



haben (erste Abthlg. §. 16): 

ns ^ 

^*^»=*'^'*+""**^360' 



Mithin, wenn man arc^ ^ vernachlässigt: 

ns 

sin € + sin ^ sin b — cos sin b arc — 

cos s = — — 

cos b coB^ 4~ ^ ^ 3gQ 



cosbcos^— co&bsin^arf 



co8^bcos^<y 

n s 



l^sinH-sin^sinb— cosJsinbarc^^J 

Fsin € + sin ^ sin b — cos S sin b arc ^j^"! 
eosbeos^ 

ni«Bf «T, SpUdMk« MMMHflIrfA. 19 



360 
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+ Um«+siiidBmbJ — fr n^^^^FK 

' ' •'cos'bcos'J 360 

=— T — y — H" — 4: — ^~-*8^*'^u77:+*8^*'*^^r 

coßbcoso cosbcoso . 30U ooü 

Ist also 

sin € + sin S sin b 

! 

cosbcos^ 

so ist / * i * i.\ " 8 

Eben &o , i / i jt x v\ " 

cos s' = + (jw tg d ~ tg b) arc — , 



woraus 



C08B + COSS' = 2/l, C0BS.C0S8' = /Ift^ 



n s 

wenn man immer arc ^ veruacLliisbigt. Aber (erste Abtlilg. §. 14) : 
COS— ^=C0B^8C08i8' — sin^sslDls' = | V(l-f'C08s)(l-|-coss'} 

iV(^l — C0SS)(1 — C088') 



r= 4 V 1+COS 8+C08 S'+COS 8 COS s'— | V i— COS 6— OOS S'+COS 8 COS S' 

Bestiuinit mau alöu (f aus 

sine+sinJ sin b 
^ cosbcosd 
80 ist s + s' , i o 

In nnsenn obigen Beispiele war g) = 110*47'7", also 8+8' = 

AAioo^ii^iji .xt-. m 1» 221 Stund. 34 Min. 14 Sek. 
221® 34' 14", mithin Tageslänge = jg = 

14 Stund. 46Min.l6|iSek. 

2) Man soll diejenigen Orte der Erde bestimmen» deren läng- 
ster Tag 24 oder mehr Stunden beträgt. 

Wir haben in der vorigen Aufgabe die Länge des Tages fUr eil 
nen bestimmten Ort und zu einer bestimmten Zeit zu finden gelehrt. 
Fällt nun (bei Orten auf der nördlichen Erdhälfte), und bei der 
grössten Deklination der Sonne, ^velcho 23° 27' 28" beträgt, die 
Summe s-|-s' gleich 360° aus, so w ird die Sonne am längsten Tage 
gerade 24.Stunden über dem Horizonte bleiben. Da dann 9 ^ 180 % 
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cos ()p = -i^- 1 , so ist = — 1, also wenn a die Schiefe der Sonnen- 
bahn (23 "27' 28"): 

sinc*!*'^"^^^^"^ j 

cosbcoscr ' 

woraus dann b oder die ^eo^rajihischc J^rcito zu suchen ist. 
V^ernachlässigt man e, d. b. die Jietraktiun, so hat man: * 

tg a tg b — 1 , tg b ^ cotg of, b — 90° — a, 
d. h. diejenigen Orte, welclic unter 66^32' 32'^ Breite liegen, haben 
am längsten Tage (23. Juni) die Sonne 24 Stunden über dem Ho- 
rizonte (Polarkreise). 

Wird 8 nicht yemachlftssigt, so ist 

sin B cos b cos « — sin «sin b — cos (b— f- a), 
d. h. b + ar=:90'' — brrz9(r — (a + f ). 

Für Orte, die noch mehr nördlich liegen, istb >9ü° — («+«), 

sin « 4- sinnt sin b^ , , , i j ^ i - ^ 

also dann —r 1, u. ii. s + s' = 2 o» kann nicht meiir 

cosbcoso ^ ♦ 

bestimmt werden, oder mit andern Worten, znr Zeit unseres läng- 
sten Tages geht dort die Sonne gar niclit mehr unter. 

3) Man soll fiir Orte, die nördlicher liegen als die, deren Breite 
90® — (a-f-«) beträgt, die Dauer des längsten Tages bestimmen. 

Derselbe dauert von dem Augenblicke an, da die Sonne zum letz- 
ten Male aufgeht, bis zu dem, da sie das erste Mal wieder unter- 
geht, d. h. von dem Augenblick an, da der Stundenwinkel s (in Nr. 1) 
= 180^ ist, bis zu dem, da s' wieder 1 80*^ wurd. Man muss also haben : 

co8(90*+«)=sinbsin(a--^^)+cosbcos(^--~^)cQ8l80*, 

cos(90°-f«)=smb^sm(y' — ^gg- J~Nös^^"^V, "^gO" JtJOsl80 , 

wenn ^, ^ die Deklinationen der Sonne bei denMeridiandurebgängen 
zu Anfang und Ende, n, n^ die Zu- und Abnahme der Deklination 

in 24 Stunden bedeuten (wo im Anfang die Deklination zu- am 
Ende abnimmt). Vernachlässigt man übrigens diese Grössen, so 
hat man: 

— sin e = sin b sin cos b cos ^ = — cos (b + <J)i . 

b+a=90*— «, ^=90«— (b+fi), 
— sin e == sin b sin ^' — cos b cos S' = — cos (b 3% 

b+d' = 90«— «, ^' = 90°— (b + e), 

19» 
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d. Ii. die Sonne gelit zum letzten Male auf, wenn flire Deklination 
= 90* — (b -}~ und gel^t nnter, i^ena dieselbe wieder so gross 
geworden ist. Die Zeit, die dazwischen verfiiessty ist die Daner des 

längsten Tages. 

4) Alles Gesagte bezieht sich auf den Mittelpunkt der Sonne. 
Da die Sonnenscheibe am Himmel eine Ausdehnung von angefabr 
32' hat, so wird es sich auf den nördlichen Rand beziehen, wenn 
man statt e setzt ™^ nntem, wenn man für e setzt 
e — 16'. Denn soll der obere Rand der Sonne am Horizonte er- 
scheinen, so ist es gerade dasselbe, als wenn man sich den Mittel- 
punkt durch die Refraktion um 16' erlioben denken würde und Hesse 
den Mittelpunkt erscheinen u. s. w. Die Grössen 6 und a bezieben 
sich immer nur auf den Mittelpunkt. 

Will man also in Nr. 2 den Ort finden, f&x den znr Zeit des 
Sommersolstitiums (23. Juni) während 24 Stunden beständig wenig- 
stens ein Theil der Sonne über dem Horizonte ist, so dass also um 
Mitternacht der obere Rand noch bemerkt wird, und er erst um fol- 
gende Mitternacht wieder untertaucht, so findet man 

b = 90° — (a+6-1-160. 
Eben so wäre in l^x. 3 unter denselben Yoraussetzongen 

Will man f&r Orte, die einen längsten Tag > 24* Stunden ha- 
ben, die Dauer der längsten Nacht bestimmen, so hat man die Zeit 
zu ermitteln , die vertiicsst von dem Augenblicke, da der Stunden- 
winkel beim Aufgange der Sonne = 0 ist, bis zu dem, wo er es beim 
Untergange ist. Bezieht man Alles auf den obem Rand, so ist also 

cos (90 4" ^ + ^^0 = ^ ^ b ^ = cos (b — S), 
b--.a=90»+Ä+16', (90»+£ + 16'— b). 

Wenn also die Deklination der Sonne = — (90'^ -]- e + 16' — b) 
(also südlich) geworden ist, erscheint zum letzten Male für Orte, 
deren Breite b ist, der obere Rand der Sonne am Horizonte, und 
sie haben Nacht, bis wieder die Deklination diese Grösse erlangt hat. 

5) Ehe die Sonne aufgeht, oder nachdem sie untergegangen ist» 
erscheint, durch Znrfickweriung des Lichtes in der Luft, Helle, 
welche man Dämmerung zu nennen pflegt. 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass wenn (Morgens) in Folge der 
Dämmerung die kleinsten Sterne aufhören sichtbar zu seyn, die 
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Sonne noch nngefabr 18° unter dem Horizont sich befindet» wäh- 
rend man ohne Licht noch Gedracktes zu lesen vennag, venn sie 
« sich nngef&hr 6)** nnter dem Horizont befindet. Um zu bestimmen, 
* wie lange an einem bestimmten Orte die Dftmmernng dauere, wird 

man , wie in Nr. 1 den Stundenwiukel s für den Fall bestimmen, 
' dass die Zenithdistanz der Sonne 108® beträgt (oder 96^° für den 
zweiten Fall), so wie 82 für die Zenithdistanz 90*^ (wenn man die 
. Beiraktion hier ausser Acht lässt, da es bei diesen Rechnungen 
auf ausserordentliche Genauigkeit nicht ankommen kann); die 
Differenz s^ — s,, in Zeit verwandelt, gibt die Dauer der Dftm- 
merung. Ist also ö die Deklination der Sonne, b die Breite des 
Ortes, so ist 

cos 108® — sincJsinb «in^sinb . , 

COSSi = 5 r , cossj = 5 r = — tgJtgb, 

* cosocosb cos0cosb ° 

wenn man die Aenderung in der Deklination unbeachtet lässt. Zieh^ 
man hieraus s^, s,» so ist Dauer der (Morgen- oder Abend-) 

Dämmerung. ' 

Ißt der Ort auf der Erde so gelegen, dass um Mitternacht die 
Zenithdistanz der Sonne nicht mehr als 108^ beträgt, so tritt die 
immerwährende Dämmerung ein, indem alsdann Abend- und 
Morgendämmerung unmittelbar in einander fibergehen. Will man 
für einen Ort der Erde den Tag bestimmen , an dem diess zuerst 
Statt findet, so hat man d aus der Gleichung : 

cos 108° = sin sin b + cos 6 cos b cos 180 = — cos (d-]^ b) 
zu bestinunen, d. h. man hat . , . 

108»=180»— (^-(-b), ^=72«— b. 

An dem Tage, an wdchem die Deklination der Sonne = 72* — b 
ist, wird also immerwährende Dämmerung eintreten, und jeden Tag 
sich wiederholen, bis die Deklination der Sonne ^vit'der 72° — b ge- 
worden. (Die Deklination der Sonne ist nie grösser als 23° 27' 28"). 
— Wan wird nun auch leicht einsehen, in welcher Weise die hier 
noch etwa zu stellenden Aufgaben dieser Art zu lösen wären, sowie 
ganz in derselben Weise m Bezug auf Auf- und Untergang eines 
Sterns verfahren werden kann. Ist der Stern ein Fixstern, d. h. 
ändert er seinen Ort am Himmel nicht, so wird die Deklination 
desselben immer dieselbe bleiben; der Stondenwinkel, durch Divi- 
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sion mit 15 in Zeit verwandelt, wird aber dann Sternzeit angeben, 
d. Ii. eine Stunde wird der 24. Tlieil des Zeitraums seyn, innerhalb 
dessen der SterneDbimmel seine Umdrebung einmal vollendet. Diese . 
Zeit ist verschieden von mittlerer Sonnenzeit (Nr. 1), und es sind 
24 Stunden Stemzeit = 23 St. 56 M. 4*1 Sek. mittlere Sonnenzeit, 
und 24* Standen mittlere Sonnenzeit == 24 St. SM« 56*6 Sek. 
Sternzeit. 

6) Die Deklination der Sonne, die wir im Vorstehenden für je- 
den Tag als bekannt angenommen haben, wird aus den astronomi- 
sehen Tafeln entnommen; diese letztem sind aber für einen gevissen 
Ort (z.B. Berlin oder Wien) berechnet, so dass sie für jeden Tag 
eines Jahres die Deklination der Sonne im Augenblick, da sie den 
Meridian jenes Ortes durchschreitet, angeben. Gesetzt aber man 
w olle für einen Ort, dessen Lage auf der Erde bekannt sey, die De- 
klination der Sonne tür den Augenblick finden, da sie den Meridian 
des letztern Ortes passirt, und dazu etwa die für Berlin berechne- 
ten Tafeln („Berliner astronomisches Jahrbuch^) bentttzenL so mnss 
man zuerst die Lage des neuen Ortes A in Be:^g auf Berlin fest- 
stellen. Zu dem Ende bestimmt man den Winkel, denderBer-^ 
liner Meridian und der des Ortes A (die beide sich im Pole durch- 
schneiden) mit einander machen, welchen Winkel wir von 0 bis 
180*^ östlich und von 0 bis 180° westlich zählen und die geogra- 
p.hische Länge des Orteß A in Bezug auf Berlin nennen. Da die 
Sonne in 24 Stunden (Sonnenzeit) 360** der Länge durchläuft, so 
wird sie in jeder Stunde 15^ durchlaufen, und wenn nun A östlich ' 

' t 
(westlich) von Berlin, und zwar um t^ Hegt, so wird die Sonne yg 

Stunden früher (später) durch seinen Meridian gehen, d.h. der Mit- 
tag von A wird ~ Stunden früher (später) eintreten, als der von 

Berlin. Man kann also leicht berechnen, welche Zeit in Berlin es 

ist, wenn der Mittag in A eintritt, vid da man die Aenderung der 
Sonne in 24 Stunden aus den Tafeln entnehmen kann, so wh'd sich 
nach §. 49 der ersten Abtheiiung die Deklination der Sonne für den • 
Mittag in A finden lassen. 

Sey z. B. A 28*45' westliche Länge von Berlin, und mau wiU 
die Deklination der Sonne für seinen Mittag am 13. August habeiu 

V 
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Die Berliner Tafeh geben: 13. Angnst 14* 46' B^T'B/"^ 14. Aigost 

14*^28' 170" 15. August 14«9'42-7". 

Da A 28^* 45' westlich von Berlin liegt, so tritt der Mittag um 

28 St 45 M. j später ein als in Berlin, d. h. in letzterer 

Stadt ist es alsdann 1 Uhr 55 M., für welche Zeit man die Deklina- 
tion der Sonne m suchen hat. 



13. Aug. 14»46'3r-5" _ .0.20.5// 

14. Aug. 14° 28' 17.0" _ 1844-3" 
16. Aug. 14« 9' 42-7" 

= 14*46'37-5", Jy^ =— 18' 20-5", J'y^ la S", h=i24. 



mithin in der Formel (h) (§. 49 der ersten Abthlg.) : 

B = — 18' 20-5"*— ^ 1 ) 1 :5-8" = — 18' 14-2", 
aB = — 1'27-4", y=14M5' 101", 
d. h. die gesuchte Deklination ist 14' 45' 101". 



Im Vorstehenden haben wir die geographische Breite des Be- 
obachtungsortes als bekannt vorausgesetzt. Wir wollen desshalb 
einige Methoden betrachten , nacli denen man dieselbe auf astrono- 
mischem Wege bestimmen kann. Die meisten kommen auf H.ühen<^ 
messnngen von flzstemen zurück, deren unveränderliche Lage am 
Humnel bekannt ist; die Deklinationen, Überhaupt die Lage der Fix* 
Sterne am Bimmel ist «war selbst etwas veränderlich, in den astro- 
nomischen Jahrbüchern ist jedoch hierauf schon Rücksicht genom- 
men. Bei Höhenmessungen muss die Strahlenbrechung (Refraktion), 
die den Stern erhüht,also die Zenithdistauz verkleinert, vorher ab- 
gezogen werden, ehe man die Rechnung beginnt. * 

Die einfachste Bestimmungsweise der geographischen Breite ist 
allerdings die, dass man bei einem Sterne, der nicl^ untergeht, 

* Die beiten Tafeln xnr Benehnimg der astnmondseheii Befiaktion sind die 
von BeBsel in «Tsbiilae Begiomontsnae ete." S. 588 ff^ gegebenen, die anch in 
«Saaunlnng ton HOfttafeln. Henosgegeben im Jahre 1822 von H. C. Scbvmaciier. 
Ken heiaa^gegeben nnd Tennehrt Ton 6. H. L. Warnstorft Altona. 1815*" 
& 80 A abgednckt lind san Mfsiuh eilli^ 



23 
288' 



. §. 25, 
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also nahe am Nordpole sieh befindet» die Hohe. (Zeniihdistaaz) misat» 
wenn er den Meridian passtrt. Da diese in 24 Standen zweimal 

geschieht, so erhält man zwei Höhen, und da beide Male der Stern 
gleich weit vom Pole absteht, so gibt die halbe Summe beider Höhen 
die Uühc des Pols, oder die geographische Breite. 

Nicht immer kann oder will man aber diese Methode anwenden 
nnd man hat dessbalb andere erfunden, Yon denen wir eine oder die 
andere näher betrachten wollen. 

I. Ein Stern , dessen Deklination S genau bekannt ist , wurde 
zu zwei verschiedenen Zeiten östlich vom Meridian beobachtet und 
seine Zenithdistanzen z, z', so wie die Zwischenzeit t (nach Stern- 
zeit) gemessen ; man soll hieraas die geographische Breite 9 des 
Beobachtangsortes ermitteln. 




Seyen »S, S' die zwei Lagen des Sterns, AZB der Meridian des 
Beobachtj^ngsortes» Z sein Zenith, P der ^lordpol, AB der Horizont, 
so ist 

ZS = z, ZS' = z', (SH = h, S'H' = h^ wenn h nnd h' die Höhen), 

PS=:PS'=:9a»— ZP = 90*— 
nnd ZPS der Stnndenwinkel'der ersten Beobachtung. Der Wulkel 

SPS' findet sich, wenn man t in Winkel verwandelt, d. h. 1 Stunde 
= 15** setzt. In dem Dreiecke PSS' kennt man nun die Seiten 
PS = PS' nebst SPS' findet also SS' nebst PSS' (§. 11);. in ZSS' 
kennt man jetzt alle drei Seiten, kann also ZSS' berechnen (§. 9); 
der TOnkel ZSP ist = PSS' — ZSS' oder er ist = PSS' + ZSS'. 
Welcher der beiden Fälle Statt finde, wird sich in der Praxis immer 
entscheiden lassen. In dem Dreiecke ZSP kennt man nun ZS, PS 
nebst ZSP, kann also die übrigen Stücke, namentlich ZP = 90*^ — ^ 
berechnen (§.11). 

Es wurd leicht seyn, diese Anflösang anf die Fälle aoszndehnen. 
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da beide Beobacbtungen westlich vom Meridian, oder auf verschie 
denen Seiten desselben gemacht wurden. 

£s dürfte nicht ohne Interesse seyn, eine analytische Auflösung 
dieser Aufgabe hier beizufügen. 

In den Dreiecken ZPS, ZPS' hat man, irenn ZPS = a, ZPS' = b' : 
cos z = sin ^ fiin 9 -f - cob^^ cos g> cos s» 
coB = sin ^sin go cos ^ cos ^ C08 b' ; 
zugleicli ist s' = 8 — r, wenn r die in WinkeUverwandelte Zeit t be- 
deutet, d. h. also man wird (p und s zu bestimmen haben aus: 
cosz = sin (5 sing) -(-coscJ cosy cos s, 
C08 z' = Bin ^ sin 9 -j- cos ^ COB ^ COS (s — r). 
Dorch Sabtraction und Addition folgt ans diesen Gleichlingen 
(erste Abthlg. §. 14): 

sin — ^ — sin — j— = cos ^ cos 9 sin (s — ^ ir) sin { 

cos — ^ — cos — - — = sin ^ sin 9 + cos ^ cos 9 cos (s — {t) cos J t, 

d. h. cos^^BinCB — {ir)=sa, eo8<peoB(B — }f) = b — csin^» 
wo zur Abkfirznng gesetzt wurde: 

. z+z' . z — xf z+z' z — z* 

cosdsinif cos^cosjr ' cos|t* 

Quadrirt miui'beide Gleichungen und addirt sie, so ist 

cos'y = a*-l-^' — 2boflin9+<^**"^*SP> 
d. h. weil cob'9 = 1 — sin'^: 

1 — (a' + b^) = (l+c') sin'y— 2bcsiny, 



woraus 



• • bc — a^— b» , 



2«» 



b'c 



_ hc± Vi— a»— b»H-c»^^^^^äV 

Hieraus folgen zwei zwischen — 90° und -f- 90* liegende Werthe 
von (f, zwischen denen man dann zu wälilen hat. Will man obige 
Formel zu logarithmischer Eechnong bequemer machen» so setze man : 



C0B|«' COB^ 
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* 

. z+z' . z — z' 

COS s = : : tg » = 

COS Jsin jTsin/i cos/i* 

uud erhält . sin i sin ( i// + w) 

SlIlO> = ^ 

^ Sin 0) 

wobei ^, ^ fl» zwischen 0 und 180^ gerechnet sind. 
Man hat nämlich: 

tgV' = C, tgÄ = r , COSf = -; , tga»£= , 

also 

= (1 — a» — b') cos» V + cos» V (1 — cos» ^) = 
co8»i^(l — a» — b'cos»^), 

b » cos » t{f 

a=bco8y/tgf», a»+b»cos»V' = b»cos»y;(14-tg*/"*)=' — 



a» a» 



COS /i 



tg»/»C08»fi sin^ju 

I a»— *b' b^c^ 

1— a»— b ^ cos ^ = 1 —cos % — H (i^e»)» '^ * ^ ^^'^ 

asintff 

sin^ =b8in^cosi^± cosi/;sin$=-T — ^±cosi^8iii$=cos$ sin^osf» 

± cos ^ sin f = cos | (sin i// cos ±. cos 1// tg = cos J (sia ^ cos f» 

cos £ cos 14 

± cosi/;tg(öcos/A) == — ^ ^^"^ ^ cos ft) ± cos sin o?) 

cos ^ cos /t .... K .^i»^ • / , J- ^ 

= sin CU/ ± ö> ) = -1 — sin ( I// ± cö). 

COSA» ^ sini» ^ 

^ennt man g> schon ziemlich nahe , so kann man einen mehr 

genäherten Werth auch dadurch erhalten^ dass mau aus der 

Gleichung 

sinz+z' . z — z' 

— 2 — ^''^"T" 

sin(s— Jir) = 



cos ^ cos 9) sin ' 
in der man den genäherten Werth von tp benützt, einen näherungs* 
weise richtigen Werth von s sucht, und dann mit s — t iüi ZPS' 
das Dreieck ZPS' auflöst. 

Hat man nun f gefimden» so ergibt sich s sehr leicht. 
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Hat man die Höhen h, gemessen« so ist 

cotg — ^ tg — ^ cotg \ V cos — sm — y- 

tga = : ; ^1 cos 5= T-T-i : 

^'^ cos^ cososmJrsm/A 

Ein Beispiel mag zur Erläutenmg dienen. Die Angaben sind: 
2*14'9", h = 26»33'210", V = 36*4iai-8 

t = 2St. 3jM. 46*5 Sek. 

Daraus 

T = 38»66' 37-6M c = 19« 28' m", J + 1») = 31' 37' 16*4^ 

J(h'— h)=-5*y56-4": 
logtgJ = 8.5915373(-) 
Elogeos ir= 0-025o779 ® ^ 2 ^ ' 

logt^"v^:=¥6r711o2(-) , . li:-h_ g.g4^6237 
V;=l77«37'43-3-, logtg^-- 89476237 

logcosV'^ 9-9996280 (—) logcotgjT= 10-4515295 (—) 

Elogeos Vi= 0-0003720 C— ) 
logtgiB= 9-6101466(— ), 
logsinj[A= 9'5767832, 
logcos^= 9-9666378(— ). 

log cos ^^-Y^ = 9*9302014 

log sin ^^^^ = 8-9459242 

E log cos S = 0*0003306 
E log sin «r= 0-4771074 
E log sin = 0-4232167 



log cos ^==9-7767803, 
logsin$ = 9*9038573, 
log tgf= 10 1270769. 
log tg?= 10-1270769 log sin ^ = 9-9038573 

Elogcos|w= 0-0333 621 (— ) logsin(i/> — (») = 9-9022292 
logtgw=10 1604390(— ) E log sin a>= ^ 0-0847876 

\ «• = 124" 38' 58*5", log sin y = 9*8908741 

- 1^+ « = 302« l& 41:8", f == 51*3'38'1" 

^— «i=52*ß8'44*8" 
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log sin (=9*9038573 

log am (t// + ö)) = 9*9270953 (— ) 
E log sin (ü = 0-0847876 
log sin y = 9-9157402 (—) 
9 = — 55* 27' 5".* 
Da der Beobaohtiuigsort auf der nördlichen £rdlullfte lag, so 
gilt bloss der erste Werth von Wir haben oben angenommen, 
beide Beobachtungen geschehen dstlich vom Meridian. Es sindjsber 
offenbar noch folgende Fälle denkbar: 

1) Die erste Beobachtung geschieht östHcli, die zweite westlich 
vom Meridian. Jetzt tritt an die Stelle von s — t die Grösse r — s, 
da der zweite Stundenwinkel westlich ist; da aber cos (s — v) 
= cos(ir — s), so bleiben alle Gleichungen nngefindert 
. 2) beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Jetzt ist 
8 ein westUcher Stundenwinkel und statt s — v hat man s-^-v, so 
dass bloss — t für z zu setzen ist, man also hat: 

h + h' h — h' , 

h-f V . h— h' 
cos — ^ — sm— 5 — . y, ••••/.IN 

o 2 2 . tgl . sm|sm(t//±(o) 

C08g = ^ j-r— : ,tg4» = -^, 8my=: = ^. 

cos d sin^ rsmju- cos/i sniw 

3) Die erste ist westlich. Die zweite wieder östlich. Jetzt ist 
s wieder ein westlicher Stundenwinkel und für s — r kommt 360® — 

(s -|- iO> ^ [360® — (s 4- v)J = cos (s v), so ist die Auf- 

lösung dieselbe, wie in Nr. 2. 

Anmerkung. Es kann sich ereignen, dass für den Fall in Nr. 1: h = wire. 
Alsdann wäre h' — h = 0, also tg /« = 0, d. h. /i = 0 ; aber da in der Formel für 

«. I . Z-O. Ü:^^ ».U ^ . V.. 

legenhAit kommeii, welches hier der Werth von i sey. Man -wird sich nun in foU 
geader Weise heHini. 

AUeidiogs ist |t == 0; sodaim folgt aber aof der Fonnttl fllr tffi: 



* Ifaa wild leiefatvbemeikea, dats imsere FeroMhi aadi tioeh giften» «tmi 
der BeebaditDngMrt anf der eadllelien Eidhllfte steh beHndei, in welehem FSlIe 
9 negatlT wir«. Die DekSiistioB mmi attOrUeh dabd immer Yem Nojrdpel ans 
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rintQt*— »h) cos » tg i (h" -f h) tg ^ < cos i (h* — h) 
tbkß " eosn , i • 

itao wenn \iuui f» =s 0, h' — • Ii teCtt, lo iat der V^nük der «nrten Seite 
s eoe ^ tg h tg i r, mitliin ist 

. cos^(l>4~^) sin^(h — h) cosh ^ t cos V sin h 
eoe£= • — . : = — ' . eM^ij^aligf « = —» 

cos 6 sin Bin^ cos d sin cos 6 cos 

und fürju = 0:tga) = tg^, «» = £. Mithin hat man in diesem Falle folgende 
Auflösung: 

tg 6 - cos 1/; sin h , . y . « 

tgV=-^. coi^ = — »■inf»stiii<^4:l). 

cos^t cos Ä cos 

(ÜßLrigens ist hier direkt s = {t, wodurch die Aufgabe auf §. 13 redttzirt ist). 
Dasselbe gilt, wenn im Falle Nr. 3 h^ = h wäre. ^ 

H. Aas drei, auf der etlichen Seite des Meridians gemessenen 
Höhen b, V, h" desselben Fixsterns, so me den gemessenen Zwi- 
schenzeiten, die Breite des Beobachtongsortes (nebst Deklination 

des Sterns und Stundenwinkel der ersten Beobachtung) zu be- 
stimmen. 

Ist wieder y die Breite des Beobachtungsortes, d die (anbekannte) 
Deklination, s der (anbekannte) Stnndenwinkel der ersten Beobach- 
tong» die in Winkel verwandelte Zwischenzeit zwischen der 
ersten and zweiten, ^ersten and dritten Beobachtang, so hat man 

wie in I : 

sin h = sin y sin 6 -(- cos y cos S cos s, 
sin h' = sin y sin d + cos {p cos 6 cos (s — i:), 
sin h'^ = sin^ sin d-f" cos y cos ^cos (s — T^), 
Himos ergibt sich darch Subtraktion: 

cos — 5 — sin — 5— = cosy cos osm (s — J») sin|ir, 

cos— ^ — sm — - — =cos9C08^sm(8— 4r)smfr» ^ 

woraas durch Division : 

V + h . h' — h 
cos — 5 — sm — r — . , 4 \ » 4 
. 2 2 _ sm (s — f t) sin 4y 



h"+h . h"— h sin(8— iOsinK* 

d. h. h'+h , h' — h . , , 

. , . COS— ^smr— -smif' 

sin (s — \t) 2 2 

sk(8^^^^4?) h"+h . h"— h . , 
cos — sm — r — sm*r 
2 2 ^ 
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also 

sin (s — j =a siu (s — ^ if'), sin s cos i r — cos s sin J r = a sin s cos j v' 

— acosssinjr', 

woraus,, nachdem man mit cos s dividirt : 

tgs(co8^r — aco84T') = Bin|v — asin^v', . 

sin Ar — asinir^ 

tg s = 

^ cosjr — acos^v' 

Da s zwischen 0 und 180° liegt, so bestimmt diese Formel s 
ganz unzweideutig. Will man jedoch, behufs logarithmischer Kech- 
nuDg, eine bequemere Formel haben, so hat man : 

sin (s — 4 ) H" — t ^) 1-f-a 

Mn(8— Jt*) — sin(8 — 4*)""! — a* 

shifs — }(*^4~01co8{(r — t*) 1 

cos ( s — { Cr' + % j] sin J (t — t') ~ 1 — a* 
Setzt man nun 

__ cos + IQ «in \ (\\' — h) sin { %' 
a — tg (// — ^^^yt Yi) sin i (h" — h) sin i»' 

also 

l+_a^ l+tgv; ; 

1— a l^igtff ^^rT 

so ist 

. tg [s — + cotgj (r — = tgixp + 45 °), 

tg[8-i(^+^)] = -tgi(T'-^)tg(l/^-|r4ö»). (a) 

- Da 8 — i(v+vO zwischen 0 und 180® liegt^so bestinunt diese 

Gleichung 8 — ^^sö auch s. Nunmehr ist 

h + h' , h' — h 
cos ^ ^^"^ 

cos flp cos ^ =: r-7 , . . . , 

^ sm(s — \%)^m{% 

^und ferner 

sinh = sin(^sin^-|-cos^cos^ ^1 — 2bin*^^ 
= 8in ^ sind^-f- cos ^ cos ^2 cos^*^ — 1^ 



d. h. 



, ^ h + h' . h' — h 
2co8-^sm-^ 8 

sin h = cos — ^) r-7 . . . , — sin'-, 

^ ' 8m(8 — |ir)8in^r 2 
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2 cos -i— sin— ^ s 

=— cos(y+a)+^ — ■ . . . — cos'-s, 

^ 8m(s — iir>smjr 2 

Hieraus folgt 

2co8 — sm -g—»"* 2 

cos — ^) = sin h -j r-p . - v . , ^ 

^ sm(8 — |T)sin)r 

2 cos — sin — cos'— 

cos (qp + a) = — sin h H r-7 Tv-~x • 

sm(s — 

Man bestimme nun ^, ^ so dass 

^ h' + h . h' — h ' 

s — 2 — — 2 — 
tg^ = siü4 ^ ' 




2 y sinhsin(s — ^r)siD}r 



h" + h . h^^— h 
2cos— ^sm^— 

sinhsinCs— l^)8in4^' 

60 ist 

cos (y — ^) = sinh+sinlitg^^ = -^^^, 

" cos*J 

cos + = — sin h + sin h tg ^ = — sin Ii C 1 — tg ' ö) (^) 

sinhcos2f 

' cos*^ 

Sind y* die, zwischen 0 und 180° liegenden Werthe von 9 — 
^-^iydoA hieraus folgen, so hat man: 

\(f — ^ = y U — ^ = y (g) — ^ = — yl(p — ^ = — y 

d. h. 

)a = i (y' - y), ^ = _ 1 (y'+y), = Ky ' + y)» ^ ^ y')- 

Da sich nun in der Wirklichkeit leicht vird entscheiden lassen, 
oby = ± }(y +yOi w*ör SS ± i (y' — y), 80 geben die (b) die ge- 
naue Lösong unserer Aufgabe. 

Im Vorstehenden wurde vorausgesetzt, dass alle drei Beobach- 
tungen östlich vom Meridian gemacht Tturden. Es sind -aber noch 
folgende Fälle möglich : 

1) Die zwei ersten dstlich« die dritte westlich. Für 8 — hat 
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man nnnmebr t:' 8» so das« die Gnindgleiclumgen dieselben blei- 
ben. Dasselbe gilt för die Fomebi (b). Was (a), so sey X der 
zwischen 0 und ISO** Hegende Winkel für den 

tg A - - tg i {t' - x) tg (V; + 45 
so ist (erste Abthlg. §.10) 

s— i(r+^) = Jl+n.l80», 
. wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. • Demnach 

und man hat die ganze Zahl n so za wählen, dass s zwischen 0 und 

■ 180° füllt, was oÜ'enbar nur einen einzigen Werth für n gibt. (Wäre 
z.B..l = 135^i(r+irO = T6°30', so ^v.iie;i+}(^+0 = 21^30', 
also müsste n = — 1 d. h. s = 2 1 1° 30' — 1 80 ° 3 1 ° 30' seyn.) 

'2) Die erste Ostlich, die zwei andern westlich. Für s — TfS — 
sind ZQ setzen t — s, f' — s, so dass die Grondgleichongen diesel- 
ben bleiben. Für (a) gilt dasselbe wie so eben nnter Nr. 1. 

3) Alle drei westlich. Jetzt treten s -f- &~\-t' an die Stelle 
von s — T, s — r', so dass also — v, — ^' für r' zu setzen sind» 
Man hat demnach: 



h+h^ . h-h' . , ^ 
cos — - — sm — - — sin ^ r' 

h-f h" . h— . , ' 
cos — - — sm — 5 — sm } V 

t«[8+i(T+T)]=tg?^tg(V/+4ö<»), 





h + h' . h~h' 
cos — - — sm — s — 



8inh8in(84*iT) sin^r 



h + h" . h— b'* 
2cos-^sm— g— ^ 

sinhsin(s+i»')sinl?' ^ 2 f • 
Die (b) bleiben ungeändert. 

4) Die zwei ersten westlich, die dritte Östlich.- In Nr. 3 tritt 

e 

360* — (8+^) an die Stelle von s.-f-^, so dass Alles bleibt, wie 
so eben. Der Werth von s wird in analoger Weise bestimmt, wie 

in Nr. 1. 

5) Die erste westlich, die zwei andern östlich. Die Auflösung 
in Nr. 3 bleibt auch hier. 



Digitized by Google 



Bestimmang der geographischen Breite. 305 

Annerkimg. LnFAltoNr.! k8lllItoh = h^ öd«rh'sh''Myik Ftfarhsh'' 
iit in obigtii Fomelii offenbar 

008 ^ eo8 5 sin (s — i«0 *in i** = 0, 
also da uieht oosy, cos 5, sin } Nnll sind, ist sin (s — 1«^ s 0, d.hr s = (t', so 
daia s gans dirdct bestimmt isfe» und man der Foimel (a) nieht weiter bedail 
Zmr Bostinmamg Ton Ig £ irihlt man nnn den eislen Worth. — Ffbr h' = h" batto 
man s s |(«-^<^, odn man konnte die Formeln des Teitos geradesn anwenden. 

Ln FaUe Nr.2 kömito h = h', oder b = h" soya. tor b = b' wiro s a i< and 
man würde aar Bestimmang Ton tg i den xweiten Werth n^lhlen; fOr h = b" wäre - 
8 = ^ und lOr tg £ hatte man den ersten Werth za nehmen. 

Fflr Nr. 4 kSnntö h = h", oder b' = b" seyn. Da Jetxt für h = h" (and — <' 
8tatt«0: 

g> cos cos 5 sin (s -j- ^ t') sin ^ t' = 0, 
8olstsin(8-i-iT')=0, also s-j-U'-lSO", mithin s=180« — ^t'. üebrigens wib« 
jetzt auch ^ = 90^ wodurch mlan dasselbe erhalten würde. 'Der Fall h' = V kann 

gendoia dnreh ansere FoimeUi erledigt werden; übrigens ist dann s = 180^ 

Für Kr. 6 könnte h h', oder h = h" seyn. Wenn h = h', so ist s = 180" 
— f t ; wenn h = h" : s 180" — jt'. Das Uebrigo ist wie so eben. 

III. Der Winkel am Zenith Z, den der Höhenkreis ZH and der 
Meridian AZB mit einander machen, heisst das Azimnth des Sterns 
S. Wir wollen dasselbe von Korden durch Osten nach Süden bis 

180®, und von Norden durch Westen nach Süden ebenfalls bis 180° 
rechiu ii; alsdann ist der Winkel PZS in dem Dreiecke SZP das 
Azimuth von S. Das Azimuth wird offenbar vermittelst des Ho- 
rizontalkreises eines Theodolithen gemessen» wenn man mit dem 
Höhenkreise die Höhe des Sterns beobachtet. 

Kg, TL ' 




Aus zwei gemessenen Ilölien desselben Sterns, dessen Deklina- 
tion d bekannt ist, so Avie aus dem gemessenen Unterschiede der 
Azimnthe* des Sterns bei beiden Beobachtungen die Breite desBe- 

* Der Unterschied der Azimutho wird , wenn man mittelst eines Tlieodolithen, 
der einen Hdhenkreis hat, beobachtet» auf degi horizontalen Kreise geradesn abge- 
er« »rhiriache TrigoBometri«. n 20 
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obaclitiiiigsortes (nebst dem Azbmitlie der emten Beobaelitong) m 
finden, wobei wir beide Beobacbtangen auf der östlicben Seite des 

Meridians voraussetzen. 

In Bezug auf die Kichtung, nach welcher der Unterschied zweier 
Azimuthe gemessen wird, wollen wir immer annehmen, dass man 
von der ersten znir zweiten Beobachtung flbergehe, indem man den 
HOhenkreis in der Richtung Nord-Ost-Süd-West dreht. Alsdann 
sey a das Azimnth von S, d. h. bei der ersten Beobachtung, a der so 
gemessene Unterschied, so ist das Aziinuth von S', d.h. der zweiten 
Beobachtung = S'ZP, entweder = a -f- a im ersten Falle, oder 
„-f-a — 360° im zweiten, da für diesenFaU SZS' = 360 °—a und 
S'ZP:=SZP— SZS'ist. 

Man hat nnn in den Dreiecken ZPS, ZPS': 

sin ^ = sin h sin ^ -j" cos h cos ^ cos IT, 
sin ^ — sin h' sin y -j" ^^s h' cos y cos (a -f- a), 
welche Furmehi aligemein gelten, da cos (a + a — 360*^) = 
cos (a-|~ a) ist, und woraus g) und a zu bestimmen sind. 

Vergleicht man diese- Formehi mit den später in YIII aufge- 
stellten, so wünl man sich leicht fiberzengen, dass folgendes Glei^ 
chnngssystem unsere Aufgabe Iftse : 

tgh' ^ cos/itga ^ tg <J cos h' cos a cos (a — h) 

tg/» = -^ — , tgg= . / ^ tgij=-^ ■ , 

Cosa " 6m(/A — h/ ^ ' cos^ 

,y. I ,N sinf sm(^— •«) ^ ^ tg^ 
cos(J+V')= — 3-^ — , , \ > tgf=-^, 
' ^ cos 0 cos 1^ cos h' sin a ^ cos^ 

sin ^ cos (f — h) 

^ smf 

tgt/;cos^ ,v 
sincr— ~ cosacotg(t— h), 

worin wegen der Winkel ^, f, ^, i/;, y dieselbe Bemerkung gilt, 
wie in YIII. 



lesen. Die direkte Beobachtung eines Azimuthes setzt die Renn tniss der Meiidisill* 
richtnng auf der Erde voraus ; umgekehrt aber irird auch die Kenntniss eines Azi- 
muthes diese HeridiaDsrichtaog geben. Nun werden wir in den folgenden Avf- 
Ksongen jeweils da» AzImuth bestimmen , oder doch leidit beetimaiiii kSanAn, lo 
dftM danife zugleich auch die Anljssbe geltet iat, die Biditnng dei Meridians in 
dem Beobaehtnngsoite n besdnimen. 'Kennt man diese einmal» so lassen sieh 
dann leicht auch diiekte Aiimnthd ifiesien, was «hier weitem Edintenuig woU 
nicht mehr bsdaif. 
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* 

Wir haben in unserer Ableitung beide Beobachtungen östlich 
vom Meridian vorausgesetzt. Wie in I ergeben sich aber noch 
folgende Fälle : 

1) Die eine Beobachtung östlich, die zweite westlich vom Me« 
ndian. Jetzt ist das erste Azimnth (er) Ostlich, das zweite westlich; 
der Unterschied sey wieder a, gemessen, wie bereits angegeben. 

Das zweite iVzimuth ist jetzt immer 360° — (a-|-a), wie man leicht 
sieht, da a + der Summe ])eider Azimuthe — 360** seyn muss. Die 
obigen Formeln bleiben also ungeändert. (Für h = h' wäre a = 180® 
— -j^a, und man fände g> aus dem Dreieck ZPS> > 

, 2) Beide Beobachtungen sind westlich vofn Meridian.' Das 
erste Azimuth sey wieder a, a der wie bereits angegeben gemessene 
Unterschied, so ist das zweite = a — a oder a — a.-\-3Q0\ so dass 
in obigen Formeln bloss — a für a zu setzen ist. 

3) Die erste Beobachtung westlich , die zweite wieder östlich 
vom Merjidian. Die Azimuthe (erstes westlich, zweites östlich) sind 
anmd a — o; da aber cos (a — a) = cos (« — a), gibt jetzt die- 
selbe Auflösung wie in Nr. 2 , (für h = h' wäre geradezu er = ^ a, 
und man könnte (p leicht direkt finden). 

Anmerkung. Wollte man die angegebene analytisclie Auflösung nicht be- 
nutzen , so kann man eine rein trigonometrische an deren Stelle setzen. In dem 
'Dreieck ZSS' kennt man ZS = 90°— h, ZS' = 90» — h', SZS' a, kann also 
dasselbe Tollständig berechnen (§. 11), d. h. SS' nebst ZSS' finden. In PSS' kennt 
man jetzt SP = S'P = 90" — 5, SS', kann also (§. &) den Winkel PSS' = PS'S er- 
halten; alsdann ist ZSF z= PSS' ZSS', woraus das Dreieck ZSP aufgehist wer- 
den kann. Man sieht, dass eine doppelte Auflüsuuq; theoretisch möglich ist, wie 
diess auch in der analytischen Auflösung liegt. Man konnte diess übrigens wie in 
I ganz deutlich hervortreten lassen , indem man in ganz ähnlicher Weise sin g> be- 
stimmen würde. Man fände so: 

, AB -|- CD ± Vi — (A' 4- C*) -h B^* -|- — (BC — Ai)) - 

^9^^ l+B^+B* • 

^ ^ Sin^ (h + h') sin 1 (h — hQ sin ö ^ sin(h — hO 



COS h cos h' sin ^ a 2 cos h cos h' sin ^ a 

_ . cos s (h- h h') cos ^ Ol — h p sin 6 _ sinfh-f-h') 
C 5= , , D.= 



COS h cos cos ja . 2 cos h cos h' cos ^a* 

IV. Aus drei anf der östlichen Seite des Meridians gemessenen 
Höhen desselben Sterns, so wie den gemessenen Unterschieden der 

xVzimuthe soll die Breite des Eeubaclitungsortes (nebst Deklination 

des Sterns und erstem Azimuthe) berechnet werdeu. 

20* 
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Seyen h, ll^ h" die drei beobacbteten Höhen'*', ^dieDeUinatioii 

des Sterns, a das erste Aziniuth, und man habe die Azimnthaldiffe- 
renzen so gemessen, dass man von der ersten zur zweiten, und voa 
der ersten zur dritten Lage in der DrehungsrichtoDg Ost-Süd- 
West-Nord fortgeschritten ist; dieselben seyen a, so hat man 
wie in m.* 

sin ^ = sin h sin 9 -j- cos h cos 9 cos o, 

sin ^ =: sin h' sin y -j~ h' cos cos (a -|- a), 
sin ^ = sin Ii" sin y -f- cos h" cos y cos (a -{- a'), 
woraus ^, a zu bestimmen sind (a und a' sind positiv, können 
aber von 0 bis 360° gehen). Durch Sobtraktion folgt ans diesen 
Gleichungen: 

0 = sin^(sinh — sinh') + cosy fcosh cos a— cosh'cos (a-|-a)], 
0 = sin y (sin h — sin h") + cos 9 [cos h cos a coßh" cos (a+a')J* 
Nun ist (erste Abthlg. §. 14): 

sin h — sin h' = 2 cos \ (h + h') sin J (h — h'), 
sin h — sin h" = 2oosl(h+h") sin^h — h"); 

coshcosa*— cosh'cos(a-|"&) =K<^sl^ — cosh') [cos a4-co8(a-f4)!] 

+ \ (cos h + cos h') [cos ä — cos (a + a)] 
= 2 sin i (h + h') sin | (h' — h) cos (a+J a) cos ^ a + 
2 cos \ (h +h') cos \ (h' — h) sin (a -f" i ^^"^ \ 
cos h cos a — cos h" cos (a-f- a') = 2 sin J (h + h") sin \ (h" — Ii) 
cos(aH-laO<^l»'+2co8|(h+h'0<^<>8Kb''--'h)sin(tt+la>inia% 
folglich, indem man zugleich durch cos 9 dividirt: 
0 = cos i (h + h') sin i (h — Ii') tg y + sin \ (h + h') sin \ (h' — h) 
cos (« +^ a) cos i a + cos ^ (h-j-h') cos \ (h' — h) sin (a +^ a)sin }a, 
0 = cos + h'O sin — h'O tg y + sin ^ (h + h") sin \ (h" — h) 
cos (a-H aO cos J a<-f c 0 s J (h+h") cos i (h"— h) sin («+1 »0 sin J a', 
wäfiaus fiir tg 9 zwei.Werthe folgen. Setzt man 

tg^ = tgja cotg Kh' ---h) cotgKh' + h), 
tg V^' tgia' cotgi (h"— h) cotg J (h" + h), 

so hat man: 

tg 9) = tgi(h+h0co8(a+ia)cosia+cotg JCh'— h)sin(a+ia)sin Ja 



♦ Welehe Höhen natürlich vorerst um die Strahlenbrechnng zti corrigiren 
(erniedrigen) sind ; dieselbe hängt übrigetis , neben dem Zustande der Atmosphäre 
bloss von der Höhe ab. 
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=r^gi(h+h') COS (a-f-i a) cos ^a+tg ip ig { (li+hO cos 4 asin (a-f ia) 
= tgKh+hO cosia[co8(a+ia) + 8iiiCa+Ja)tgi/'J 
tg|(h + hOcos^aco8(g+ta — tft) ^ 

uüd eben so . 

tg Kh +^i'0 t a^ cos (« + ^ a^ — y/Q 
^ cos tp' ' 

Ganz ebenso erhielte man übrigens aucli 

tgy =± sin i a cotgiCt'— W cos («+ ia) cotg %lf + 
cotgi (h' — h) Biii(«+ia)8Üila 
sintacotg { Qi* — h) cos (« + ^ a — t//) 

sin y^ * 
sin i a' cotg Kli" — 1^) cos (a-j-^a^--i/^ 

STi^;^ 

Bemnacli: 

co&ia+i^—ip) ^ tgt(h+VOcoSia^cosy 
' cos (« + i a' — tp') tg Kh + liO cos \ a cos ip' 
' _ cotg \ — h) sin ^ sin t// ** 
cotg^Ch' — h) sin i a sin ?/^' * 
S^tzi man die zweite Seite = A, so erhält man hieraus, in- 
dem man zu 1 addirt, oder von 1 subtrahirt, ond die Resultate 
dividirt 

co8(«+|a— i/^) + cos(tg+tft^— <ftO __l+j^ ' 

cos (« + 4a' — \p') — cos C« + i a— 1/^) 1 — A* 

d.^h. (er.<te Abthlg. §. 14): 

cotg L« + i (a + a') — i (V + Li - ^0 + i (i//' ~ tp)2 

tg[«+l (i+»0- f (V+ VO] =<»t« (f (a— a') 

Sey nun X der zwischen 0 und 180* liegende Werth von « + 
1 (a + a') — ^ (\p + 1/^') , -der hieraus folgt, so ist allgemein (§. 10 
der ersten Abthlg.): 
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wo D eine positive oder negative ganze Zahl ist. Man hat also 

und da a zwischen 0 und 180° liegt, so hat n einen einzigen, immer 
leicht zn hestimmenden Werth. Kennt man nnn a, so gibt tg tp den 
Werth von 9», nnd S idrd sodann ans ZPS gefttnden. 

Zur Auflösung der Aufgabe hat man also : 

tg ijj — tg Ucotp :* (h'— h) cotg i (h+hO, 
tg ?/^' = tg \ a' cotg^ (h"— h) cotg ; (h + h"), 

^_ tg^(h-t-h^0co8ta^co8ift tg { (hf — h) sin | a^ sin ^ 

^ tgHl^+hO<^8l«cosV^ tgi(h" — h) siniasin^ 
tgl=^ cotg 6 + 45«) cotg [1 (a- aO + KV^' - f)l 
a = X--\(a + a.') + \(ilJ+ilJ') + uASO\ 

tg^(h-|-h9 cos^acos (a-)-^^ — V^) 

cosi/; ~ ' 

cotg^(h^ — h)sin|acos(g+ta — V») 

sin^^ 

tgJ(h+h")cos^a'cos(a + ia' — V^O ' 

cos ijj' 

_ cotg i (W' — h) siiU cos (« + i a^ ~ y/j) 

sin ip' 

Im Vorstehenden wurden alle drei Beobachtungen als Östlich 
vom Meridian angestellt.angenommen. 

Wie in II hat man jedoch ndch folgende Fälle zn betrachten: 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Schreibt man 
wieder vor, dass man bei Messung der Aziuuithaldifferenzen z^Nischen 
erster und zweiter, erster und dritter Beobachtung die Drehongs- 
ri^ung Ost-S&d^^est-Nord einhalten müsse, so sey a das erste 
(öffQiche) Azimuth ; aÜsdann ist a a oder ee + a 360* das zwmte, 
360* (er 4- das dritte. Die obigen Gleichungen bleiben also 
ungeändert. 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Das erste (öst- 
liehe) Azimuth sey «, so sind die andern 360" — + a), 360" ■— 
(a -f- a') (beide westlich), also bleiben' ebenfalls die obigen Glei- 
chungen ungeändert. a, a' sind in demselben Sinne> wie oben, gOr 
rechnet. 

3) Alle drei sind westlich. Die (westlichen) Azimuthe sind: 
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« för die erste Beobachtung ;a — a» oder 360^ -j-a — a £&r die zweite ; 
a — a' oder 360* + « — ■ a' för die dritte. Also treten — a, — a' 
an die Stelle von a, a.% d. h. man hat: 

tgi/;=:tgUcotgKH— h')cotg|(h + h'), 
tgt/;' = tg^a^ cotg \ (h— h") cotg i (h + Ii")» 

= tgi (h + h") cos^a' cos i// _ tg i (h — h') sin { a' sin ip 

tgi(h-hh0co8jacoßV^ ~tgKh— h'Oeiniasin^" 
tg;i=:cotg (^+46*)cotg [{ (a'—a) +i(V^- V')]. ^ 

tg^(h-l-hOcos^acos(og — ^a — %p) 

^ co&yj 
^ cotg^ (h — hp ftin^ a cos (tt — ' I a — ^) 

sin^ 

tgKh+h^Qcos ja^co»(tf— 4a^— 

cost//' 

cotg ^ (h — h") sin i cos (g — ^ a^ — xp') 

^ sini//' 

4) Die zwei ersten westlich, die dritte östlich. Die Azimuthe 
sind a; a — a oder 360*-|->a — a das zweite; a' — «das dritte. Die 
Formeln In Nr. 3 bleiben also nngeändert. 

5) Öie erste westlich , die andern zwei östlich. Die Azimnthe 
sind «, a — a, a' — «, also bleiben wieder die Formeln in Nr. 3. 

V. Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind(J, (J') wurden 
auf der etlichen Seite des Meridians .in gleicher Höhe (h) beobach- 
tet und der Unterschied ünrer Azimnthe (a) gemessen. Man soll 
die geographische Breite des Beobachtongsortes (nebst erstem Azi- 
muthe) daraus bestimmen. 

Nehmen wir die Azimuthaldifferejizen immer wie in IV, so hat 
mau (nach Dl) ; " 

sin ^ = sin h sin 9 -|- ^^^^'^ ^ 9 

sin d' = sin h sin 9 cos h cos ^ cos (a 4^ 0* 

Vergleicht man diess mit I, so ergibt sieh als Auflösung : 

tg^^ tgh cetgK^ + c^QtgK^-^Ocotg^a ' ' 

^ cos^a* , cosi// * 

cos s •— , — ;: — 3 • 

coshsmiasm/i» 
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sin|sin(il/ ± to) 
' C08|» ^ sm» 

1) Goscliielit die erste Beobachtung aui' der östlichen, die zweite 
auf der ^vestlicIlen Seite und ist a das erste (östliche) Aziniuth, so 
i&t das zweite (westliche) 360" — (a 4- a)> also bleibt obige Auf- 
lösiing. 

2) Sind beide Beobaobtuiigen vestiich» so sind die (westlichen) 
Azimnthe: a; a — "a oder 360^-|-a— so dass — a an die Stelle 

von a tritt. 

3) Ist die eräte westlich^ die zweite öätiich, so gilt dasselbe 

wie in Nr. 2. 

YL Drei Sterne, deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, worden in derselben, weiter nicht bekannten Höhe beobachtet» 
80' wie die Zwischenzeiten ihrer Beobachtungen gemessen. 

"Da die Lagen der Sterne bekannt sind, so kennt man nicht nur 
ihre Deklinationen ö, S' , , sondern auch die Winkel am Pol, 
welche ihreDeklinationskreisc (Stundenkreise) miteinander machen, 
Gresetzt nun, die Deklinationskreise zweier Sterne machen mit ein- 
ander den Winkel so wird, wenn s der Stondenwinkel des einen 
Sterns ist, der des andern zu gleicher Zeit s-^ ß seyn, wenn lets- 
■ terer östlich vom ersten steht auf der östlichen Seite des Meridians; 
zu einer Zeit t später, wird er also s-J-/? +. 15 t seyn. Aus diesen 
Andeutungen wird man leicht entnehmen, wie man immer die Unter- 
schiede der Stondenwinkel der drei Sterne für die drei Beobach- 
tungen angeben kann; sie se)^en t, so hat man jetzt: 
sin h = sin ^ sin ^ -f- cos d cos (p cos s, 
sin h = sin ö' sin (p -(- cos d' cos (p cos (s t), 
sin h = sin (J" sin 9 4" cos d" cos (p cos (s -)- r'). 
Vergleicht man diess mit IV., so erhält man sofort: 

tg V = tg i r cotg i (^'— ^) cotg t (d' + 6\ 

tg 1/;' = tg i r' cotg kiS**^9) cotg i (d" + S), 
^_ tg{(S + S'') cos cos rlß _ m(d'~ S) sin \ z' sin xp 
^ ^ ~ tg |(d + <J') cos i r cos tp' *" tg i ( — d) sin 4 r sin xjj" 
tg = cotg (45» + $) cotg [ i (r - + K V^' 
s = A— i(v+j')+i(V'+y)+ß-180», 



cos^ 
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_ + ^'0 cos ^ cos (s + ^ v[— xjj') . 

cos \p' 

_ cotg { iß'* ~ <r) sin cos (s + 1 — y/Q 

Als Zahlenbeispiel wollen wir das folgende (von Gauss in der 
monatlichen Correspondeuz 18. Baad, S. 289 gegebene) beifügen. 

Die beobachteten Sterne waren: aAndromeda (östlich yomMe-' 
ridianX a kleiner Bär, Leyer; die Zeitunterschiede (Stemzeit) : 
HMin. 4Sek. = 3«31', und 31 M. 55S. = r68'46"; der Winkel 
der Stnndenkreise der zwei ersten Sterne ist H** 7' 50*55" östlich, 
des ersten und letzten 82° 1'5'55'' Avestlich; die Deklinationen der 
drei Sterne sind: 280 2' 14-8", 88M7'5-7^ 38° 37' 6*6". Also: 
.«^=+14°7'50-55"— 3"31'=+10*36'ö0-5ö",^=— 82n'öö6" 

— r 68'46" = — 89*69'50'ß5", 
<> = 28»2'14-8", ^' = 88M7'ß-'r'Va"=38»37'6-6", woraus: 
\ = 30' 7' 25-45'', i {6' + d) = 58« 9' 40-25", \ {6" — ^) = 
Ö'* 17' 25-9", { (^" + (f) = 33° 19' 40-7", i f: = 5° 18' 28-27", 
= — 44° 59' 55-27". 

' logtglr= 8*9679725 ^x^tgk%^= 9'9999801(— ) 

logcotgica'—^— 10*2363974 logcotgK«'''— ^=11*0333869 
logcotgK^'+^) = 9-7930670 l ogcotgK^"+<?) =10-1820539 * 
• logtgy/= 8-9}i743ü9 logtgV/' = ll-2154209C— ) 

1/; = 5° 40' 37-95" t/;' = 93°29'4-93" 

logtg4(<J"+©= 9-8179461 V) 
logco8jT'= 9-8494950 =69«3'23-76" = y 

logcosy^= 9-9978645 log cotg (45° + ^) 

Elogtgi(^' + (5)= 0-7930670 — 1 = 10-1857383(— ) 

Elogcosiirr= 0.0018655 log cotg y = 9-5828937 
Elogco6V;' = 1-2162246(— ) logtgjl= 9-7686320(— ) 
lögtg 1= 10-6764627(-') l— 149"» 35' 14-71" 

?=:101-53'41-29" l(r+«')+KV^ + V^) 
45*+J= 146*53' 41 -29" = 219*0' 51 14", 

n = -l, 

s = 39°0'5I-14", • 
8 + i yi = 38 38' 38-46". 



Digitized by Google 



314 FOnftef AbMhmtt. 

logtgi(a' + a)== 10.2069330 
logcos^r^: 9-9981344 
logco8(s + ^ir— 9-8926738 
E log cos ^ = 0 0021354 
logtgys: 10*0998766 
y3=61*31'51'45". 

Anmerkung. Die hier angegebenen Stemörter sind die scheinbaren vom 
27. Aug. 1808, als dem Tage der Beobachtung; sie ändern sich mit d^r Zeit nach 
bekannten Gesetzen , so da.ss zu Terschiedenen Zeiten dieselben auch verschieden 
sind. Unsere Fürmein verlangen natürlich dieKenntniss dieser scheinbaren Stem- 
örter, "welche letztere in dem „Berliner astronomischen Jahrbuch" für alle Tage 
des Jahres gegeben sind. Die Deklinationen sind dort geradezu augegeben; was 
die Winkel der Deklinationskreise anbelangt, so ist in don Tafeln die gerade 
Aufsteigung jedes Sternes angegeben, d.h. der Winkel, den der Deklinationskreis 
des Stem.s und der des FrühUngspuuktes (§. 24, Nr. 1) am Pole mit einander ma- 
chen. Dieselbe wird von Westeo gegen Osten von 0** bis 360** (gewöhulich von 0^ 
I = 0 Stande bis 24^') gezählt. 

Vn. Drei Sterne, deren Deklinationen 6") bekannt sind, 
worden in gleicher, jedoch nicht weiter bekannter Höhe beobachtet, 
jind die Unterschiede ihrer Azimuthe gemessen. * 

Mit Beaclitung des früher Gesagten wird man bei den vielen 
hier möglichen Fällen die Winkel a, a/ (positiv oder negativ zu neh- 
men) angeben Utnnen, so dass 

sin^ = sin h sin 9 -f* cos h cos cos is, sin S* = sinh8in<p-|-oosh 

cos 5p cos (a + a), sin = sinh sin 9 -|-coshcos 9 cos (a -f - a'). 
Daraus folgt wie in II: ' ' 

cos + <^0 sin 1 (S' — S) sin j a^ * 
cosi (d+ ^'0 sin i (6'' — 6) sinja ^ 
tgi(a'— a)tg(V'+45^, a=;i— i(a'+a)+n.l80% 



* Um diese Beobachtongen anzustellen » bedarf man eines Theodolithen, der 
einen Höhenkreis hat , vrelcher übrigens nicht einmal eingetheilt zu seyn braneht. 
Man stellt daik Femrohr auf einer gewissen Höhe fest, die eben der Hohe der drei 

Stenie entspricht und beobachtet sodann die Azimuthaidifferenzen. 

Ist a ein östliches Azimuth, also der erste Stern, dessen Deklination 5 ist, öst- 
lich vom Meridian beobachtet, so sind die im Texte angegebenen Formeln goradeza 
anwendbar, vorausgesetzt, dass man dio Azinnithaldillorenzen in der in IV angege- 
benen ^Veise rechnet. Ist dagegen a ein westliches Azimuth, so hat man — a, — a' 
an die Stelle von a, a' zu setsen. 
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tgj = sm- V — . y.T /Lt ^oi..!, > tgf=cotgJ«tgf, 
■ 2 8md8m(tt-^la)8m4a 

C08(y — h) = ^-^, co8{y+h) = — ^j^^ßintJ; 

ergeben sich hieraus y, y' für y — h, y + h, so ist y = ± J (y + y') 

oder == ±Ky'—y). ^ 

VUI. Zwei Sterne, deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 

sind, worden zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Höhen aber 

dem Horizonte beobachtet. Man soll hieraas die Breite des Be- 

obachtungsortes finden. 

Seyen ^, 6' die bekannten Deklinationen; Ii, h' die ebenfalls be- 
kannten Höhen der beiden Sterne ; s der Stundenwinkel des ersten 
Sterns bei der Beobaehtnng, so wird man aus der bekannten Lage 
beider Sterne und der Zwischenzeit der Beobachtungen die Grösse 
% finden können, so dass s 4~ ^ der Stundenwinkel bei der zweiten 
Beobachtung ist. Man hat nun : - . 

sin h = sin sin y -j- (5 cos cos s, 
sin h' = sin ^' sin y + cos cos y cos (s + «), 
aus welchen Gleichungen fp und s gesacht werden. 
Ans der ersten dieser Gleichungen folgt: 

sin'h = sin'^ sin^^-l"^ '^^i^^^^^^b^ sin^cos^ coi^^-f-^^'^'^^^'^'^ 

C0s*s, und hieraus: 
1 — cos*h = (1 — cos^^) sin^y-)-2sin J cos <J sin ^ cos y cos s 

+^08*5^008^8(1 — sin^^), 

d. h. 

1 — cos ' h = sin ' 9 — cos ' J sin * ^ 4* 2 sin ^ cos ^ sin 9 cos 9 cos s 

-f-cos'^cos's — cos'^pcos'ssin'^, 
1 — cos'h = sin ' 9 — cos' ^ sin* 9: + 2 sin ^ cos ^ sin 9 cos ^ cos s 

4-tios^y (l — sin*s) — cos*y cos'ssiü'^, 
woraus leicht: 

co8*h = cos*(^ sin*y — 2 sin ^cos^ sia^cos^) cosß-j- 

cos * y cos * 8 8in.* ^ -|- cos ' 9> sin ' 8 
= (cos ^sin 9 — cos (p sini^ cos s) (cos 9 sin s) ' 

oder 

( cos(?siny — cosy sin^coss ^* . C cosysinsA* ^ 
cos h y • V. cos h ^ 
Hieraus schliesst man, dass ein Winkel möglich ist« so das» 
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cos^siücp — coscp sin^ coss . cos«) sin s , . ^.^ 

3t = 0081^,' — ^^-r— =imi(^, (b) 

cosh ^ cosh T X ^ 

Die beiden ersten Gieichangen in (a) und (b) sind nnn: 

eos^sin^» — cos ^ cos s sin ^= cos ^ cos b; 

zieht man aus deosclbeu die Grössen sin (p und cos ^ cos s, so er-^ 
gibt sich: 

sin g) = sin h sin ö-^-coB^p cos h cos S, 
cos 9> cos s = sin h cos ^ ^ cos ^ coshBin ^* 
Die zweite Gleichong (&) ist 
sin V = sin sin 9 -|- cos d* cos «rcos ^ cos s ~ cos i' sin t cos 9 sin s, 

also wenn man beachtet, dass nach (b) cos y sin s = cos h sin und 
aus (c) die Werthe von sin (p und cos (p cos s einsetzt: 
sinh'=sinh8in^sind'4~cosi/;cos]icosdsin<5'-{'fii<^bcosdcosd' cos t 
— cos ^ cos b sin d cos cos ST — cos d* sin r cos h sin 

d.h. 

sin V — sin h sin ^ sin S' — sin h cos ^ cos ^ cos t = 

cos \p cos h (cos S sin 6^ — cos ö' sin Scos v) — cos ^' sin i cos h sin xjJ. 

Man bestinune nun den Winkel $ so dass 

, . cos ^ sin ^' — cos ^' sin cos T 

cotg£= . , 

®* cosd'sinir ' 

so erhftlt man: 

sinh* — sinhsin Jsin S* — sinh cos Jcos^^cost cos^sinTCosd-j-i//) , 

cosh smj 

oder 

... . sin^Csinh' — sinh sin dsinJ' — sinhcos^cosd'cosir) 

C0SÖ+V/)= ■ , (d) 

^ cosh cos^'sinr ^ ^ 

woraus^ bei bekanntem .mmmehr ip erhalten wird. 
Aas der cwdten (b) nnd der zweiten (c) folgt nnnr 

cosh sin tlj , . 

*«8=-T-T 7 r, (e) 

smhcosd — cos h sind cos i// 

und dann folgt (p aus (c), wozn man s nicht nöthig hat» oder ans 

der zweiten (b) nnd der ersten (0): 

. sms(sinh8in^-)~co8l^cos^cosii') 

tg SP = ^ ' . , » 2:^. (0 

coshsmi^ 

Will man die Rechnung etwas bequemer einrichten» so bestimme 
mau einen Winkei fi so dass 
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tÄi»=-^-^ smd' = cosJ'co8^tgf«» 
^'^ cosr 

80iat cos^cosd'cosTtgu— costf'ßin^cosT 

= cotg % (cos J tg^ — sm tf) = . 

Macht mau ferner 

f — Ji]L^ sinli — coshcos ti^tgt 
cos^ 

so ist 

sm h cos ^ — cos h sin ^ cos ^ = cos J cos h cos i/; tgf — cosh sin^ cos ^ 

coshcosi/-' sin(^ — S) 
cosf * 

tgl//COS^ 

und 

sinh sin CO» h cos 6cosx[f= cos h cos ig ^sin ^ 4" 90s Ii cos^eoK 

cos h cos 1// cos (f-— dy 

"~ cosf * 

sin 8 cos (f— ^ cotg 1p 
cosf 

cosf cotg s 
oder da cotgii^ = . ° : 

tg y = cotg (f — ^) cos 8. 
Uebrigens ist auch 

, ' cos hcosi//co8(f— 
sin y ^ cos Ii cos ^ tg f sin J-)-cos 1// cos n cos a= 

sinhcostf — 
sinf * 
da man 008lico8^=8mhcotgf hat. 

Eben so Ist ' • 

sin h sin ^ sin ^' + sin h cos (5 cos cos r = sin h [sin 6 cos 6' cos r tg/* 

sin h cos^^ cos y cos Qi — 9) 
cosft ' 

also 

. , . r ,^ sinli ns^^cosTCÖsto— 4$)T sing 
cosa+Vr) = Lsmh' — JcoshcosJ'sinv 
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und wenn man endlich • 

' _ sinlicas d^cos y cos (fi^S) 

setzt, so ist 

cos(J + i^)= — zl 5r^ — 1 = — TT — ^ — ir^' 

^ ' ^'^ coshL cosd'smir J coshcos^cosd'anr 

' Zur AoflSsnng unserer Aufgabe, hat man also; 

tgd' cosjtttgT smhcosd^cosrcos (fi^S) 

^'•"cösi* **^""sm (iit — cosh'cos^t * 

y.. 1 .N sm|sin(h' — -w) ^ . tg Ii . 
008(5+^^) = TT I7^»tgf=-^, 

' ^ coshcos^cosd'sinr cos^ 
sinhcosCj* — d) 
^ smf 

und wenn man a will: 

*g» = sinS--^y <«g) = coB«cotgtt-d). 

Die Winkel ju^^f, i^, t sind zwischen 0 und 180'^ zu wählen; was 
i -\- 'tp anbelangt, so gibt es zunächst einen zwischen 0 und 180^ 

liegenden Werth ö> für ? + aber ^ tp :==: — m wäre eben so 

zulässig, so dass ip dop|)ehvertliig erscheint, eben so also auch ^ 
und (f. Welcher der beiden Werthe von qt zu wählen ist^ lehrt die 
Ansicht der Aufgabe. ' 

Als Beispiel wählen wir das folgende: Am 19. Sept 1850 wor- 
den beobachtet : Arcturus in 16*40' 33*5", Athair in 49" 6' 3-7"Höhe ; 

der Zeitunterschied betrug 19 M. 18-36 Sek. (= 4^49' 35-4"). Die 
Deklinationen sind 20''4'23'6" und 8"26'0'0''; Arcturus war west- 
Uch vom Meridian und der Winkel beider Stundenkreise S3" 39' 13' 7" 
iistlich. 

Hier ist also h = 16M0'33-5", h'=:49'6'3'r^ ^ =20®4'23-6", 
S' = 8*^26', T = — 83 ° 39' 13-7" + 4" 49' 35*4'' = — 78*^ 49' 38-3". 
logtgd'=:9 1710289 * logcos/»= 9*8999221 

E log cos T = 0-7127205 log tg t = 10*7044107 (— ) 

log tgf* = 9-8837494 E log sin (/» — d) = 0-5255206 

/»=:37'25'17-7" logtg|=11 1298534(— ) 

d==17»20'54-l" , $ = 94"14'27-9" 
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log8fiili = 9-4578196 
log cos = 9-9952785 
log cosr= 9-2872795 
logcosC/»— tf) = 9-9797802 
£logco8h' = 0*1839395 
E log cos ji» =00000779 
logtgi^ = 9 0041752 
,y = 5*^45' 50-6" 
h'— ^ = 43^20' 13-1'' 

logtgh = 9-4764799 
Elog cos 1/;= = 0-1393302 
log tgf= 9-6158101 
f=: 22'' 26' 2-8" 
f— ^= 2»21'S9-2'^ 

logtgV^= 9-9770232 
log cos ^= 9-9658219 



logsm| = 9'9988091 
log sinOi' — 7/) = 9*8364925 
E log cos 0-0186604 
Elogcosiy = 00022013 
£logcoB^' = 00047214 
E log Bin V = 0-0083098 (— ) 
log cos (I + 1//) = 9-8691-945 (— ) 
£4-1//= 137" 43' 34-1" 
S = 94 14 27-9 
fp^i 43 29 6*2 

log sinh^:: 9-4578196 
log cos i^— (5) = 9-99963 1 2 
. Elogsiai: =8-4183679 
logsing) = 9*8758187 
y = 48^ 42' 140" 

logcoss= 8-6715059 
Elog8in(t— a) = 1-3851699 logcotg (£—d) = 11:3848013 
log tg 8 = 11-3280150 logtg9) = 10-05$3072 

s= 87»18'36-2" y =48*42' 140". 

Anmerkung. Mit demsdbenBecIite hatte man auch ^-f-V' =—137*'43' 34*1^ 
setfen dürfen nnd dann gefunden 1^ = ->231<>58'2-0", t 164<>4'14*6'% t—ö^ 
139059^ Bl-0", I» = — 27*7' 12-1". 

IX. Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind, wurden in 
verschiedenen Höhen h und h' über dem Horizonte beobachtet, so 
wie der Unterschied ihrer Azimathe gemessen« Man soll die Breite 
des Beobachtongsortes bestimmen. 

Man hat hier 

sin = sin h sin y 4" y cos « 

sin 6' == sin h' sin (f cos h' cos y cos (a 4" 
worin a bekannt ist (vergl. Nr. III), und woraus 9 nnd a za ermit- 
teln sind. Vergleicht man mit Vm, so erhftlt man unmittelbar 
folgende LSsong: 

cosjfttga sin S cos h^ cos a cos (fi — h) 

ßin(/*— h)'*^^"" cos^'coß^ * 



Digitized by Google 



320 Yfliiftn Abidmitt. 

008({H-V) = — i rr-- — , tgC= 

^ cos ö cos ij cos h' sin a cos^ 

sin ^ cos (f — h) 

tg t// cos t , , > 

tg a = gin^— hy ^-g ^ = cos a cotg h). 

Li Bezug auf die Winkel gilt dieselbe Bemerkimg wie 211 YIH. 

X. Man beobachtet an einer nach Sternzeit gehenden Uhr die 

Zeitpunkte, in denen derselbe Stern, dessen Lage am Himmels- 
gewölbe bekannt ist, durch denselben llöhenkreis , und zwar zuerst 
auf der östlichen, dann auf der westlichen Seite des Meridians, geht. 
Man soll hieraus die Breite des Beobachtungsortes ermitteln. 

Da man die Lage des Sterns S am Hunmelsgewölbe kennt, so 
kennt man mithin seine Deklination S, so 
wie seine gerade Aufsteigung. Daraus er- 
gibt sich der Stundenwinkel s der ersten 
und s' der zweiten Beobachtung. * Man 
kennt also m dem Dreiecke ZSP: den Win- 
kel ZP&= PS = 90* — und sucht 
ZP = 90* — y), wobei wir das (östliche) 
Azimuth SZP mit a bezeichnen wollen. Ist 
a' das (westliche) Azimuth für die zweite Beobachtung, so ist offen- 
bar «+ a' = 180", und man hat (§. 5 Formel 5) : 
cotg (90* ^ 6) sin (90® — y ) = cos (90^ — g») cos s -(- sin s cotg a, 

d. h; ^ tgdcoso) — sinipcoss 

.cotga=-2 ^ , 

sms 




, tg 6cos(p-^ sin y cos s^ 

^ ~" ein es' 



.sms' 



• Sey I. ai« gerade Aubteigong dee Stqnit 197^25'80"» Skenseiteii 

der Beobaehtungen: 9^ 5' 12" nnd 1&' 17* 3B" (die Stenrabren toh 0 big 24^ 
rechnet). Da die Uhr O'^ zeigt, wenn der FHUdingspoiikt durch den Meridian geht» 
so iat derselbe bei der ersten Beobachtung also bereits Tor 9^ 5' 12" durch den Me- 
ridian gegangen, d. h. er befindet sich 136« 18' (= 9^ 5' 12'M5) westlich von dem- 
selben. Der Stern S steht aber 197" 25' 30" östlich vom Frühlingspunkt, nüthin 
befindet er sich noch 61"7'30" östlich vom Meridian, d. h. s = 6lo 7' 30". Bei 
der zweiten Beobachtung war der Frühlingspunkt bereits vor Iß** 17' 38" durch den 
Meridian gegangen, er befand sich also 244° 24' 30" westlich, d. h. eigentlich wie- 
der 115" 35' 30" östlich vom Meridian. Der Sffern S befand sich mithin 244*> 24' 30" 
— Id7»25' aO" = iß"" 59' westlich vom Meridian, oder s' = 46« 59'. 
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und da cotg a' = — ^ cotg a : 

tg J cos g> — sin y cog igScostp — sin9>cods 

sins' • sins '~* 

oder, wie leicht ersichtlich: 

tgdsins — tg^coss'sinss — tg^sins'-l-tgycosASÜis', 
_ tgaCsins + sinsQ __ tg^(Mns^'f sms) 
cosssms' + coss'sins sin(s'-|-8) 
2sin5(s'-|-s) . cosi(s' — s) , 

mithin co8t(8^ — s) tg J 

woran« y gefunden wird. 

Wir haben hierait die wichtigsten Methoden znr Bestimtnnng 

der geograpliischen Breite eines Ortes angegeben. Von denselben 
verlangen: I und YIIT eine genaue Astronomische Uhr, ein Stern- 
verzeichniss und einen genauen Höhenkreis; II eine Uhr und einen 
Höhenkreis; III, V und IX ein Stemverzeichnias, einen ÜÖhenkreis 
nnd emen Azimathalkreia (Theodolith mit Höhenkreia); IV einea 
Höhenkreis nnd Azimnthalkreia ; VI nnd X eine Uhr nnd ein 
Stemverzeichniss; VII ein Sternverzeichniss und einen Azimuthai- 
kreis. Je nachdem man also über das eine oder das andere dieser 
Hülfsmittel verfugen kann , wird man die eine oder andere dieser 
Methoden wählen. Für Geodäten > die in der Hegel gute Theodo- 
lithen besitzen« nnd ein Stemverzeichniss sich leicht verschaffen 
können, empfiehlt sich vorzugsweise YH; daneben dann UI, IV, 
V, IX. 

- Zur Bestimmung der Lage des Beobachtungsortes ist übrigens 
noch die Ermittlung der geographischen Länge (§. 24. Nr. 6) in 
Bezug auf einen bestimmten Ort nothw endig. Dieselbekommt durch- 
weg auf die Ermittlung des Zeitunterschieds zurück. Kennt man 
ein Ereigniss, das zu derselben Zeit f&r die Orte A nnd ^emtrltt 
(eine Mondsfinstemiss, Pnlversignale n. s. w.), nnd bestimmt in A 
und B nach den dort regulirten Uhren die Zeitpunkte der Erschei- " 
nung, so kennt man den Zeitunterschied, woraus die geographische 
Länge dann geschlossen wird. Signale au Drähten elektrischer 
Telegraphen dienen offenbar zu demselben Zwecke ; eine nach Ber- 
liner Zeit (z.B.) gdiende Uhr und die Beobachtung des Mittag» 
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an einem Orte B nach dieser Uhr gibt ebenfaUs denZeitnnterMhied 
zwischen B 'und Berlin xl b. f. 

Anmerkang. Bei Beobachtungen auf dem Meere, bei denen man nicht die 
Erhebung eines Gestirns über den Horizunt des Bcobachtungsortes messen £ann, 
tritt neben der Korrektion wegen der Refraktion noch die wegen der Depression 
des Meereshorizontes hinzu, denn Beitimmang sich in der Anmerkang za Nr. 1 Im, 
§. 41 der eiston Abtheilong befindat. 



Seclister AbselmUt 

AaweiiAiiiig der sphäxisehon Iiigoiioiiietrie avf OeodAsi«. 



§. 26. 

Wie in §.43 der ersten Abtheihing angegeben worden, über- 
zieht man bei grössern Yermessungen den zu vonnessenden Land- 
strich mit einem Dreiecksnetze, dessen Winkel gemessen werden 
nehst einer Seite (Basis) des Netzes, woraus dann die übrigen Sei- 
ten zn berechnen sind. 

Die höhere Mathematik lehrt nun, dass man eine zwischen zwei 
Parallelkreiscn (Schnitten des Erdellipsoids parallel mit dem Aequa- 
tor) liegende (schmale) Erdzone, deren mittlere geographischeBreite 
ß ist, ansehen kann, als Theü einer Kugelfläche, deren Halbmesser r 
durch die Formel 

b 



r = 



1 — e*sin»/? 



Vb^ 
1 — 

a der Halbmesser des Aequators ist. 



wenn 

a" 



* Der Beweis dieses Satzes kann ein do^elter seyn. Einmal nämlich beweist 
man ia der Tbeoci« der Abwickelimg knuumec ObeiflSohen, daes in »o ferne 
b 

r — , ■ , , koaatant ist (d. h. lo lange diese GrOsse ihmi Werth nieht bedeoleiid 

1 — e sm* (i 

ändert), man die Ellipsoidfläche abwickeln kann auf eine Kugelflächo, deren Halb- 
messer die angegebene Grösse hat. (Man rcrgl. eine Abhandlung des Verfassers 
im arunert seilen Archiv TheU XIX, S. 306—392, 17, 18). Mau kann aber 
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. * ^ 

Zar bequemern Berechnung von r hat man die Formeln: 
coscp = sin sin w sin ß, x — — 

Wählt man den Meter zur Masseinheit, so ist 
log a = 6*8046434637, log b =f 6*8031892839, log cos 9 = 
9-9986458202, lo^ sin (f = 8-9122052079. . 

Berechnet man hieinit r, so hat man: 



für 0° geographischer Breite, log 


r == 6-8031893, 


, 10« 


» 


n 


9 


r=: 6-8032766, 


» 20» 




y» 


9 


= 6*8035285, 


, 30» 


n 


»1 


f 


' ==: 6*8039145, 


„ 36« 






j 


= 6*8041439, 


„ 40« 


» 




1 


=^ 6-8043886, 


„ 45» 


»1 


n 


9 


= 6-8046410, 


„ 46» 


1* 


» 


» 


= 6-8046918, 


« 47* 


» 




9 , 


=: 6-8047424, 


• 48« 






9 


= 6-8047930, 


« 4Ö» 


n 




9 


= 6*8048434, 



dasselbe Reniltat aach ans dar Theorie der Abbildang knunmer OberflAohen auf 
Baader Ibigem. In der eben angef&hilen Abbandlung §. 21 üadet lieh für r (das 

dort AheiMt) allerdiogi eint andere Foim angegeben, nindich 1£2|££^* ea>lieii 

coeBeoeo 

lieh aber leiciit teigen , daw diese Form mit der obigen nnünunenlillib. ICui hak 
nflndich eos* 0 s= 1 e* sin' ^, und ireon e SS sin 9: 

l~e» l~e* 1 l+tg*ycos*/> 

1— e* tinV i.eH-a*eoeV l-Hg*^coeV '~l-^ti^ptM*ß(tin*(h^tM*ßY 

. _J ^+^g^^ l L_cos't 

i-hig>coiV""i4-^;*t-f««*t<«*^*iH-««*e""i-h»in*f<i*i» 

= Ijf^*'^ OOiU = C082 , cos * {; 

aieo da cos ij, cos t poiitit eind: ^ 

VI — . ees/f . cos/? cos t Vi^o- 
. L = COS « COS C = —5 eos 4, — = = . . . > 

acosjgcost — e* b 

eoeBcoe« ^1— e»iinV~"l — 
^as den Safts beweist. Die Theorie selbst rührt Ton Gauss her (veigL dessen 
aUntersnchongen Uber Gegenstlnde der hdhem Geodlste**); die eben naehgetrie« 
aene Vebereinstianming der Besidtate xweier Theorien ist jedodi nicht olme 

21» 
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für 50" geographischer Breite, log r = 6-8048936, . 
„ Sr „ „ , = 6-8049434, 

„ 52" . „ „ , = 6-8049928, 

„ 63" „ , = 6-8050418, 

„ 64« „ „ , = 6-8060906, 

„ 66" „ „ , = 6-8051386, 

„ 60' „ « , =6-8063687. 

Bei der Bereclinung der einzelnen Dreiecke, selbst der aller- 
grüssten, wird man nun den in §.19 be\vie.senen Legendre'schea 
Satz immer anwenden, dieselben also berechnen wir ebene Dreiecke 
deren Seiten eben so lang sind als die Seiten (Bögen) der geodä- 
tischen Breiecke nnd deren Winkel gleich sind den um den dritten 
Theil des sphärischen Exzesses verminderten Winkeln der letztem. 
Die Berechnung? des sphärischen Exzesses geschieht" nach den in 
§.20 antL'cstellten Normen, wubei wir nocbniabs bemerken, dass der 
in der dortigen Kr. 4 betrachtete Fall, da man alle Winkel und eine 
Seite des geodätischen Dreiecks kennt, gerade der raeist vorkom- 
mende ist; man gleicht zuerst, wia dort angegeben, die Winkel auf 
180** aus und berechnet das Dreieck alsdann wie ein ebenes^ das die 
dr^i so erhaltenen Winkel nnd die gegebene Seite hat; die gefbnw 
denen beiden andern Seiten sind die Seiten des Dreiecks *. Will 
■ man dann den sphärischen Exzess nocli kennen , so wird man ihn, 
wie dort angegeben, berechnen können. Man bedarf des Werthes 
desselben bei der endgiltigen Ausgleichung der gemessenen Winkel 
im ganzen Dreiecksnetz, deren Darstellung Jedoch hier nicht ge- 
geben werden kann, da sie in ein anderes Gebiet gehört. 
'. - Der Werth de» Kugelhalbmessers ist übrigens hier nur bei Be- 
rechnung des spliärisclien Exzesses nothwendig, und da dabei fünf- 
stellige Logarithmen immer genügen, so sieht man aus obigen 

* Sind A, B, C die Wertlie der drei Winkel , ie sie durch Messung gefunden 
worden, E der sphärische Exzess, so sollte A-\-'B-}-C ~ 180^ -\-E sein; ist nun 
A-)-B-|-C = ISO^^-j-a, so ist E — a die Summe der Boobachtungsfeliler in den 
drei Winkeln. Da man , wenigstens für die hier ins Auge zu fassenden Zwecke 
scharf genag, annehmen muss, dass die drei Winkel gleich scharf beobachtet wur- 
den, so "Wird in jedem der Fehler j (E — a) bedrängen worden sein, d. h. ihre wahren 
Wertiie sollen A ^ (E — a), B -|-|(E— a), C -j- ^ (E — o) sein : zieht man dann 
von Jedem |£ ab, nm die Winkel des ebenen Dreiecks in eihaUen , so hat man 
A— Ja, B — 1«, C — Ja, wie in $.20 angegeben. 
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Wcrthen von r leicht, dass man r für eine bedeutende Ausdehnung 
des >»etzes in die Broitt; ungcändert lassen kann. AVürdc aller- 
dings das Netz sich über gar zu viele Breitengrade ausdehnen, so 
müsste man verschiedene Werthe von r benützen; allein in diesem 
Falle trennt man gevdhnlich das ganze Netz in einige einzelne ab, 
die man für siclr berechnet, da ohnehin bei gar zn grossen Netzes 
die Ansgleichungsrechnnng äussert beschwerlich wäre. 

Wir haben bereits in §.20 an einem speziellen Beisjiii'le gezeigt, 
dass der Legendre\>«clie Satz selbst bei sehr grossen Seiten die 
Rechnung mit aller nur wünschbaren Schärfe führen lehrt; es 
möchte jedoch nicht ohne Interesse seyn, sich die Frage za stellen, 
wie gross die Seiten seyn dürfen, damit der Fehler im Winkel nicht 
0*001 Seknnde betrage , d. h. damit, wenn man gemäss den For- 
meln (20) in §. 19 zuerst die ebenen Winkel A', B', C berechnet 
und dann die sjtliärischen daraus schliesst , der Fehler nicht 0*001 
Sek. betrage. Xsach den Formeln (18) des §. 19 muss also 

F 7b' + 7c*+a^=^^^, 

5-2 Q 4 — <: 0001 

3r**^ 120r* ^ 
seyn. Macht man hier a = b = c, was offenbar den grösstmöglichen 
Werth liefert, so ist 

a^VS 



F = 



\ , 15a* \/3p = nnni 
also — — —r^ O'OOl. 



4 

Setzt man diese Grösse geradezu = 0*001, so ist 



i^a>i*_ 1440.0 00] _ 1-44 a_-\/ 1 
VrJ löpV3 ""15pV3' r"" ^ 15^ 



44 



lö^V3 15^V3'r ^ 15^V^' 
a ^ 1-44 • 



Nun ist log 15=: 1-176 09 

log(> =5-31442 
logV3^^0-2:i8 5() 
Eiog 1-44 = 9-841 64 
6-57071' 

log ~= 1-642 68 

1 = 43-92 
a 
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a 1 1 

d. h. — ißt kleiner als oder es dürfen die Seiten ungefähr =— 

des Halbmessers sein, bis der'Fehler O'OOl Sekunde in den Winkeln 
beträgt. 

Da bei 45 ® Breite log r~ 6*80464, so ist alsdann loga = 5-16196, 
145200 Meter» was einer Länge von iiber 16 Meilen gleich- 
kommt. £8 stimmt diess aDch xosammen mit dem in §. 20 Ge- 
fimdeoen. 

Sollen nun In einem geodätisclien Dreiecksnetze, in demeine 

Seite gemessen wurde, und in welchem in jedem einzelnen Dreiecke 
zwei Winkel oder alle drei gemessen worden (letzteres in der Regel), 
die Seiten berechnet werden , so wird man zunächst in dem Drei- 
ecke, in dem die gemessene Seite liegt, nach §. 20 Uro. 3 oder 4 
die tkbrigen Stficke finden; in dem nächsten Breiecke, in dem man 
nun bereits eine Seite kennt, eben so die übrigen Theüe erhalten 
u. s. w. Der sphcärische Kxcess findet sich in jedem Dreiecke ent- 
weder nach §. 20 Kro. 3 schon vor der Berechnung der Seiten, oder 
nach dem oben Angeführten, wenn nämlich die sämmtlichen drei 
Winkel gemessen worden, anch nachträglich, wenn man diess vor- 
zieht. Eine solche Berechnung des Breiecksnetzes ans den durch 
Messung erhaltenen Winkeln ist jedoch, wie bereits angefahrt, immer 
nur eine vorläufige , die zur Bestimmung des sphärischen Excesses 
dient; ist derselbe für jedes Dreieck bekannt, so muss dann ver- 
mittelst der Ausgleichungsrechnung eine Ausgleichung der Winkel 
des ganzen Netzes Statt finden und die alsdann erhaltenen Winkel 
sind als die wahren sphärischen Winkel anzusehen, mit denen die 
definilive Berechnung der Seiten, nach dem Satze des §. 19, durch- 



zuföhren ist Ber sphärische Ex- 

cess jedes Dreiecks, der dazu noth- 
wendig ist, bleibt derselbe, wie er 
bereits bekannt war. 

Bie Berechnung eines kleinen 
Netzes mag als Beispiel vollkommen 
genftgen. In demselben ist, wenn 
dieMaasse inToisen angegeben sind, 
logAB = 4 1949091, dann in dem 
Dreiecke : 



7il.1l. 
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ABC : A=76*6'31'92e", B=48*30'9-e2y'. C=:5ö!*24' 19-269", 

BCD:B = 50^59^56'261", C= 78° 9' 40*220", 0=5^*50' 25 039", 
ABD;A=r49"40'59-912",B=99'30'5-890",Dr=30°48'56-562", ^ 
BDE:B=^65°53'6152", D=73"3r 26-514", E=40"3ö'ii4 067", . 
DEG:D = 52« 49' 30-981", E = 60°33'3-421", G=: 
El!^G:E=ör21'6-323", F=x 72» 35' 12-945", G= 

Bezeichnen wir immer die Flftehe des betreffenden ebenenDn^ 
ecke mit A, den sphärischen Ezcess mit setzen log r= 6*5162218 
(die geographische liit'ite ungefähr 53^ und die Maasse Toisen, wo- 
bei von dem oben angegebenen Werthe des iogr abgezogen werden 
mu8s 0-2898200), so hat man: 



A = 76» 5' 31 -926" A' = 76* 6' 31*651" log AB = 4*1949091 

- B = 48 3Ü 9-629 B' = 48 30 9-355 log sinB'=: 9-8744735 
C = 55 24 19-269 C' = 55"24 18-994 E log sin C'n.= 0-0845005 



logAB = 4*1949091 
log sin A'= 9-9870776 

E log sin 0 ' = 0-08 45005 
log BC = 4-2664872 
logAB = 4-194909 logz/= 8*03484 
logAC = 4-153883 log ^ = 5*31442 
log sin A' = 9-987077 Elogr' = 6-96955 — 10 
E log 2 = 9*698970 log «=0-31881 
log J = 8 034839 « = 2-084"- 

Dreieck BCD. 

B = 50''59'56-261" B' = 50°r)9'55-754" logBC = 4-2664872 
0^78 9 40*220 C'=78 9 39*714 log sin C' = 9 9906620 
D ^50 50 25-039 = 50 50 24'532 Efog sin I V = O l 104814 
180 0 1*520 180 0 0 log BD =4*3676306 



Dreieck ABC: 



180 0 0*824 



180 0 0 



logAC=4*15;i8831 



«I 



1.520 
3 



= 0*506 



log BC^ 4-2664872 
log sin B':r.= 9-8904954 
E log sin D' = 0*1104814 
log CD = 4*2674640 
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logBC = 4-266487 
logBDr= 4-307631 
logsmB's: 9*890495 
£ log 2 = 9*698970 



log^= 8-22358 
log ^ = 5-31442 
Elogr» = 6-96955 — 10 
löge = 0-50756 
« = 3-218". 



log^ = 8-223583 

Dreieck ABD. 
A=i49<»40'd9'912'' A' =49'' 40' 59*124'' logAB= 
B=99 30 5-890 B'=99 30 5*102 log8iiiA'= 

P =30 48 56-562 D' =30 48 55*774 EiogsinD^= 

log BD = 4-3676325 



4-1949091 
9-8822269 
0*2904965 



180 0 

2-364 



2-364 
= 0-788 



180 0 0 



logAB:^: 4- 1949091 
log sin B' = 9-9940009 
E log sin D' = 0-2904965 
logAD= 4*4794065 



]ogAB = 4*194909 

log BD = 4-367632 
log sin B' = 9-994001 
• E log 2 = 9-698970 



log^= 8*25551 

log 5-31442 
Elogr^ = 6-96955 
log« = 0-53948 
« = 3-463". 



— 10 



B = 65°53' 6-152'' 
D = 73 31 26-514 
E = 40 35 34-067 



180 0 

6-733 



log^= 8*255512 

Dreieck BDE. 

B' = 65'^53' 3-908" log BD = 
D':^73 31 24-269 logsinD' = 

.E' = 40 35 31-823_Elog8iD£'= 

log BE = 4 5360609 



4-3676325 
9-9817895 
0-1866389 



6-733 
= 2-244 



180 0 0 



log BD =4*3676325 
log sin B' = 9-9603391 

E log sin E' = 0-1866389 
log DE 



logBD = 4-367632 
log BE = 4-536061 
log smB'= 9*960339 
E log 2 = 9*698970 



log^= 8-663002 



4-5146105 

log 8-56300 
log ^ = 5-31442 
Elogr' = 6*96955 
löge = 0*84697 
e = 7-030". 



— 10 
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D = 52M9'30-981" 
E ==60 33 3'421 
113 22 34*402 



D'=:62»49'28'390" 
— 60 33 0-830 
113 22 29-220 
G'i=66 37 30*780 
G=:66 37 33*371 



Dreieck D£G. 

logDE': 
log sin D 
log Bin £: 

Elog2: 
ElogrV 
Elogsin(D + E)^ 
löge; 



9-02922 
9-90134 
9*93991 
5*31442 
9-69897 
6-96955 
0-03718 



— 10 



0-89059 
7-773*' 



e 

3 



^ = 2-591 



logDE = 4-5146105 
logsinE' = 9-9399120 
Elog sin G^^ 0-03719 07 
. logI)G=4'4917132 
logDE=: 4*5146105 
log 8inD'= 9*9018432 
Elog sin G' = 0-037 1907 



E = 51°21' 6-323" 
F= ^72 35 12-945 
123 56 19-268 



E' = 51»21' 4*'669" 

F' =^72 35 11-191 
123 56 15-760 
-G'=56 3 44-240 
' G = 56 3 45-994 



logEG = 4-4531444 
Breieek EFG. 

logEG' 
log sin E 
logsia(E+F) 
log^: 
ElogsinF: 
Elogr* 

El0g2: 
l0g€ 

e 



8- 90629 

9- 89265 
9-91889 
5-31442 
0*02038 
6*96955 
9-69897 



— 10 



€ 

3 



0- 72115 
5-262" • 

1- 754 



logEG = 4-4531444 

logsinE' = 9-8926452 
ElogsiiiF' = 0-0203744 



logFG = 4-3661640 
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4-4531444 
9-9188923 
0-0203744 



log EG 
log sin G' 

ElogsinF' 

log:£F = 4-39241 11. 

§.27. 

Hat iiiaii die Seiten und Winkel eines Dreiecksnetzes endgiltig 
beiechnt t, so werdtMi in der Hegel die Koordinaten der iM'kpunkte 
des Netzes zu berechiieu sein. Dieselben sind entweder Polar- 
koordinaten oder rechtwinklige Koordinaten. Stellt I^^S den durch 
A gehenden Meridian vor, ist B ein Eckpunkt des Netzes, ^ 
AB, die von B nach A gezogene kürzeste Linie, so bii- ^ 
den die Länge AB, nebst dem Winkel N^VB, den die- 
selbe mit dem Meridian IsS iiuicht, die Polarkoordinaten 
von B. Die Entfernung AB ist immer positiv; der 
Winkel NAB soll von der nördlichen Seite AN des 
durch A gehenden Meridians durch Osten, Süden, We- 
sten, von 0 bis 360^ gerechnet werden; er pflegt auch j 
das Azimnth von AB in A genannt zu werden (vgl. 
§. 25 III.). jSf» 

Fällt man von B auf NS die senkrechte kürzeste Linie BC, so 
pflegen AG und BC die rechtwinkligen Koordinaten von B genannt 
zu werden; dabei ist BC positiv, wenn B auf der östlichen, negativ, 
wenn B auf der westlichen Seite des Meridians SN liegt; AG ist 
positiv oder negativ, je nachdem C nördlich oder sfldlich von A 
liegt. A pflegt zuweilen auch der Pol der Koordinaten oder der 
Anfangspunkt derselben genannt zu werden. (Vgl. meine „ebene 
Polygonometric" §. 3). Nach der in §. 26 schon angeführten Theorie 
kann man alle diese Grössen 
als auf einer Kugel vom 
(allerdmgs veränderlichen) ^ 
Halbmesser r liegend an- 
sehen, also die Linien AB, 
BC, AC als Bugen grüsster 
Kugelkreise betrachten. 

Wir wollen nun zunächst 
die Polarkoordmaten zu be- ^ 
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rechnen lehren. Die hier zu lösende Aufgabe ist die aus den be- 
kannten Polarkoordinaten AB = S, NAB — a des Punktes B die des 
Puoktes. C : AG = NAG = a* zu finden, vena man BG = s nebst 
dem Winkel ABG=/9 kennt, wobei wir den Winkel BGA=:/?' 
nennen wollen, nnd- natürlich Toranssetzen, dass f und unter 
180® seien. 

Sey B der sphärische Excess des Dreiecks BAC , der Winkel 
BAC dieses Dreiecks = /i, so hat man (§. 20 Nro. ^, erste Abthlg. 
§.23): 

' S.S. sin, ^ \ 

S' sin K/?' - = (S - s) cos Ui^ - 1 e), >(24) 
S'cosi(/J' — iit) = (S + s)sin4(/tf — i«), \ 

Hieraus folgt 

und da \{ß' — ^) seinem Werthe nach dicht Uber 90^ sein kann, so 

folgt hieraus 4 — jw) ganz unzweideutig (wlire die zweite Seite 
negativ, so läge \{ß' — yi) zwischen 0 und — 90°), und da auch 
— 90" — so kennt man ß',ii\ S' findet sich 
dann ans einer der obigen Gleichungen sehr leicht. Nun ist aber, 
wenn of-^a unter 180® ist (positiv oder negativ): 

fk^af — a oder =« — 
ist a'-— « tlber 180® (positiv oder negativ), so hat man 
fx^MQ''-\-a — a' oder r=: 360°+ — er. 
Welcher der vier Fälle Statt findet, ist in der Praxis immer un- 
schwer zu entscheiden. Dazu dienen folgende Regeln : 

1) Stellt man sich in B und dreht sich in dem Sinne Nord — 
Ost — Süd — West von der Seite AB gegen BC, so whfd, wenn der ' 
80 durchlaufene TIVInkel grdsser als 180® ist, seyn 

= — «, oder/i — — a + ^CO^, 
also . - 

a' = of+/i, oder = — 360°, 
wobei der erste Fall gilt, wettni»+f»<360*', der zweite, wenn 
«+^>360®. 

2) Stellt maii sich in B und dreht sich in derselben Richtung, 
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SedMtor Abschnitt. 



80 ist, wenn 
180° ist; 



der also dni^hlaiifene Winkel ABC kleiner als 



^ = « — a'i oder /tt = a — a* -j-»360*, 

d,h. 

= « — /f, oder «»' = « — /»-f- 360", 
vobei die erste Formel gilt, Venn a — positiv, die zveite» wenn 

a — /te negativ ansfilllt« 

Damit jedoch die ganze angegebene Rechnungsweise zulässig 
sei, dürfen die Längen S, S' nicht gar zu gross ausfallen. Auch 
eine Rechnung nach den eigentlichen Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie wäre dann nicht mehr zulässig, da der Kugelhalbmesser 
nicht derselbe bleibt, wenn die Seiten gar zn gross werden. Doch 
dOrfen sie sicherlich eine Länge von über 30 Meilen erreichen, ohne 
dass unsere Rechnung einen merklichen Fehler geben wird. In 
andern! Falle müsste man sich damit helfen, dass man bei gar zu 
ausgedehntem X^etze mehrere Punkte A (Anfangspunkte, role) 
wählte. 

Sollen nun nAch obigen Formeln die Polarkoordmaten'der Eck- 
punkte berechnet werden, so wird man, wenn die Punkte des Netzes 
durch 1,2,.«.. bezeichnet werden, die Seite A 1 äls Seite des Drei- 
ecksnetzes, so wie den Winkel 1 AN durch direkte Messung kennen, 
und von den bekannten Polarkoordinaten des Punktes 1 nebst dem 
aus dem Netze eben&Us bekannten AVinkel A 1 2 und der Seite 1 2 
diePolarkoordmaten von 2 nebst dem Winkel A 2 1 berechnen. Aus 
den an 2 liegenden Winkeln des Netzes, so wie dem Winkel A2 1 
findet man dann leicht den Winkel A23 in dem breiecke A 2 3, und 
kann dann die Polarkoordinateu des 
Punktes 3 berechnen u. s. w. 

Ein, wenigstens angedeutetes Bei- 
spiel mag die Sache erläutern. Seyen 
B, C, D, E, F fünf auf einander fol- 
gende Punkte des Netzes; , 8. 
S5 ihre Entfernungen von A 
. . . , «5 die Azimuthe dieser Entfer- 
nungen in A; zugleich ist aus der Mes- 
sung bekannt : 

log AB = 3*8023854, logB 0 = 4*0551842^ 



2 » 



«1 , «2 > 
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log CD = 4'2399134, logDC ^ 4-3784931, 
logEF = 4-4329387, NAH 57° 52' 46-78", 
ABC = 165^9' 11-31'', BCD = 75°36' 38-10", 
CDE = 76«27' 36:10", DEF = 123°3'9-89", 
logr=6-51527, log^ = 5-31442. 

Dreieck ABC. 

AB = Si, AC==S„ BC = s,, ABC = A, ACB=A', BAC=fi, 

NAB = a,. 

« = ^* 2"°^^ g> S, siü i (A ' - /*) = (S, - ) cos i (ß, ie). 

S, cos J (A ' - /i) = (S, + ^1 ) sin KA - i f ) • 

Daraus folgt 

/?j' = 6°2'26-45", ju = 8°48'22-46", log S, -=4-2788699, 
= a, — a, = «1 + /it == 66 ' 4r9 -24". 

Dreieck ACD. 

AC = Si, AD^Sj, CD = S3, ACD = ft'+BCD = 81*'39'4-55" 

= ft, ADC = CAD =/i. 

woraus 

= 62«8'40-34", ^it = 46« 12' 18-26", logS, = 4-3768686. 

/ttzna^ — «3, also «3 = «,— /it=: 20'* 28' 50-98". 

Dreieck ADE. 

AD = S„ AE = S4,DE = 8„ ADE = A = CDE— A' = 
24« 18' 64-76", AED = ft ', DAE = /i. 

Si cosi(A = (S,+s.) siDltf,-i«), 

woraus 

/J,' = 77'20'31-96, /»=78'»20' 36-64", logS.=4-0021809. 
j» = a^— 1,^+360* «» = 0,— #*+360« = 360*— 67»61'44'66" 

= 302'' 8' 16-44". 

Dreieck AEF. 

AE = S4, AF=Sj, EF=84, AEF=Ä=DPF— A'= 
46»42'37-93", AFE = EAP :t= ^. 

« * 
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« = '''••'^,f ^' « . S. sin i 0?»' - ,*) = (S, - 8») cos iO?» - iO. 
S,cosiO?,'-/i) = (S, +»j8mi(/J. -i«), 

woraus 

/?4'= 19"42'41-7ö". /* = 114"34'42-23^ logS« =4-3289897. 
/t»=«4— «„ --f»= 187 *»33' 33-3]"=:«,. 

§.28. 

Wenden wir uns nun zur Berechnung rechtwinkliger Koordi- 
naten, so haben wir wieder dieselbe Aufgabe zu lösen , nämlich aus 
den bekanoteu Koordinaten des Punktes B die des Punktes G zu 
finden, wenn man iC nebst dem Winkel DBC kennt. 




Seien also die Koordinaten von B: AD=:M, BDr=P (wo die 
Buchstaben M and P an Meridian nnd Perpendikel auf denselben 

erinnern mögen), die von C:AE = M4-^=^» EC = P + '^f 
also JV die Aenderungen der Koordinaten sind, w^enn man von 
B zu C übergeht. Die Linie DE ist ±,J}i, je nachdem AE > 
oder < AD ist. Die Länge von CB sey femer der Winkel , den 
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B'O mit BD maclit, imd 2war nach der Westseite TonBC gerechnet, 

sey a; der den BC in C mit CE macht, ebenfalls nach der West- 
seite gerechnet, sey/?; den erstem setzen wir als bekannt voraus. 

Denken wir uns die Bögen grösßter Kreise BD , CE nach der 
Ostseite des Meridians AN hin verlängert» bis sie sich in P schnei» 
den (was in der Figur nur im ersten Falle geschehen ist, in den 
andern angedeutet wurde), so erhält man ein sphärisches Dreieck, 
dessen Bögen PD, PK, DE sind. Da PD und PE auf DE senkrecht 
stehen, so ist der AVinkel P derselbe, wie der Mittelpunktswinkel, 
der zu DE gehört (§. 8Nro. 2), und die 2U P£, PD gehörenden 
Mittelpunktswinkel sind 90®. Betrachten wir nun das sphärische 
Dreieck PEG, so sind dessen drei Winkel P, 180--tf, ISO—/?; 
' sind p, p', m, a die den Bogen BD, EG, DE', BG zugehörigen Mittel- 
pnnktswinkel, wo p, p' positiv oder negativ seyn sollen, je nachdem 
BD, CE es sind, so sind die Seiten des Dreiecks : 90° — p, 90° — p', 
<r und der Winkel P ni. Bekannt sind darin : 90° — p, a als Sei- 
ten, 180°— a als Winkel; gesucht 90°— p' als Seite, m, 180®—/? 
als Winkel. Da jedoch hier die Seiten nicht mehr in dem Falle des - 
§.19 sind, so wird man auch nicht mehr nach den dortigen Formeln 
verfohreii können. ' 

Man hat nun (§.3): 

COS (90° p') =; cos (90 ° — p) cos or-f sin (90° — p) sin er 

cos(180''— «) 

d. h. , 

sin p' = sin p cos flr— cos p sin «rcos a. 
Die Bogen BD, EG, BG werden immer so heschaffen seyn, dass 

(BD*\ * 
—7- j , ...vernachlässigen kann (§. 19); alsdann ist 



aber (erste Abth. §.16), wenn r den Halbmesser der Kugel be- 
deutet: 




mithin ist die obige Gleichung: 
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'^-.C-±^)'=|['-iG)'][-'G)'] 

-['^(r)']U>-'G)>- 



d. h. 



— 8(1— {^,)(l-ip)c08«, 

oder wenn man jetzt die durch r* dividirten Grössen weglässt: 



'"COS a 



s ' cos a 



_ , .(P+^)»— P» s'cosa , ,Ps(Pcos«— s) 

^ = -8C08tt+t " J H—p H ^ yl ^ 

_ , . 3P^^4-3P^'+^' , , s»co8a 

— . — SC08«-t-J. p 1-5 — p — 

, P.s.(Pcosa — s) 

p ^ 

d. h. ' ^ 

+i • W 

Hieraus folgt als erster Nftherangswerth von JPi'^-BeMa, and 

setzt man diesen für JP auf der zweiten Seite, was gestattet ist, 
da JF — — scosa bis auf Glieder mit r* im Nenner genau ist, so 
hat man : 

_ .Ps'.sin'a , s'cosasin'a 
^ = — s.cosa — i p [-i p , 

d, h. • 

8^ sin 'ft 

//P = — S.C08a.^}(P — |8C08tt) — ^pj — , (b) 

welche P'ürmel iinmer eine genügende Näherung geben wird. 

Um JM zu erhalten, bemerken wir, dass in demselben sphärischen 
Dreieck der Winkel an P die Grdsse JVL (m) misst; nun ist (§• 1 1) : 
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_ cfltg tfsln (00<»— p) coB (90*— p) cos (18(f— «) 
cotgm— ^.^ (1800— a) * 

sin t3c cot g m = cotg <rcos p + sia p cos «, 
oder 

. ma 1 , . cos p 4- Bin p cos« ig <r 

. = - — cosp4-smpcosa = — ^ ^ 

woraus'imimttolbar folgt: 

tger.sina 

tgm = r-: — . 

cos p -j- sin p cos a tg c 

Nim kty wenn w DE kurzweg mit JNL bezeichnen, also anf 
das Zeiclien nicht achten» und wieder AUes weglassen» was r* im 
Nenner hat: 

<gm=— +l(^--J ,tg<r=-+i(^YJ ,cosp=l 



2r 



2» 



8mp=-— J^, * 



also 



d.h. 



s» 



' I .P» . P.S. 



1— i—jH — 5- cos« 



r 



d.h. 



. I .s' . , ,P^s.sin« P.s^cosasin« ,JM^ 
^==8.sm«+|^sm«+i^^j p 1-^, 



nie dnnb Diviiioa mmitlelbar eriudten iriid. 
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voraas als genäherter Werth von M dcli ergibt: 

.</M = s.sina 

und wenn man diess für JIA anf die zweite Seite setzt, so erhält man : 

. , P'.s.sina P.s'cosa.sina , .s^sinacos^a 
^s=8 . 8inaH-l p Hi 

, P.s.sinap.- t , , (s . cos«)', s . sin« 
= ß.ßinaH £JP — scosaj+i.^ j^l , (c) 

welche Formel für die Berechnung bequem ist, da s.sinot, s.cosa 
ohnehin berechnet werden müssen. Zur Berechnung des Winkels ß 
hat man in demselben Dreiecke (§. 4) : 
sin (180 • «) ; »in (180 ° — »in (90 pO : «n (90 — p), 

d.h. ' • a , ' a sill^-COSjl 

sm«:binp = co§p . cosp, 8ina = — . 

Nun sind cos p, cos p' von 1 nicht sehr verschieden , also ist nahe 
sin ß = sina, d.h. entweder ß — a oder ^ -j- a = 180**; man sieht 
leicht, dass Letzteres das Kichtige ist, und setze desshalb: 
/?=180'»— «+^a, wii/? = siii(«— -i'a), 

80 ist 



sm 

sin (a — Ju) 



— ^^q:^pp-=sm«|_l-i-,+J— jj— J 



d. h. . 
singcos^tf— costtsin^flg , , P^+l^ 

sm « r 

cos^a — cotga. sin^a = 1 H . 

Hieraoa folgt, wie natfirlich, dass Ja sehr klem ist; setzt man 
also (erste Ahth. §. 19): 

cos^a^l*— {arc'^a, sin^a=arc^(Or — 

so hat man 

— cotga. arc^a — )arc V« — . . . = ^5-= , 

woraus folgt, dass sucJa von der Art degenigen Grössen ist, die 
r' im Nenner haben, so dass tae^Jtt^ vemachlässigt werden 
mnss, man mithin hat: 
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. FJP+iJP* . (P+i^ ). /P.tg« 
— cotga.arCi#cK= ^"^ , vt^Ja^*^- — — — \ ^ , 

wo für i/P bio88 sein angenäherter Werth — 8 . cosif za setzen Ist» 
woraus man nnn erhält: 

(P 48 . eos tt) 8 . sin « 
r' 

und wenn Ja in Sekunden gesucht wird : 

. (P — 4. s. Cosa) 8. sin a 
^a = i 2 pr-"^ ^. (d) 

Stellt man die Formeln (b)» (c), (d) zosammen, so hat man za 

berechne: 4 • i> 

s.cosa = A, s.sina = B, 

^=_A-KP-iA).5!, ^=B+^(iP-A) ^^26) 

Die €hr08se ^ erhält yon selbst das richtige Vorzeichen, so 

dass die Entfernung des Punktes C vom Meridian (Ordinate) =P 

+ JV ist; üb aber AE (Abszisse von C) = M -j- oder = M — jyL 

ist, muss besonders entschieden weiüden. 

Was den Winkel ^ anbelangt» so wird er dazu dienen, für die 

nächs^lgende Seite des Dreiecksnetzes den Wmkela zu bestimmen, 

in einer Weise, die analog der in §. 27 ist. Em Beispiel mag genügen : 

s = 25588-16 hess. Klafter, P^-5674-48, M=16053-95, 

a=150°8' 17-027'', geographische Breite 49°30'. 

Da ein hessisches Klafter = 2*5 metres, so ist logr = 6*80487 

— log 2*5 = 6*40693. 

log 8 = 4*4080390. log 8 = 4*4080390 

log cos 9-9381332 (—) logsm« =9'6971524 

log A = 4-3461 722 (— ) logB = 4-1061914 

A = — 22190-76 B= 12740-64 

P — fA= 1722-44, ^P— A=193ö3-62, P — iA = 5420-90 

log (P — i A) =r 3-23613 log P==3*75392 (— ) 

logB '=8*21038 logB=^l'10519 

Elog2 = 9-69896 logCiP— A)=4-28676 

* Elogr» = 7-18614— 10 Elogr *=7-18614— 10 

8-33161 — 10 9*33201— IOC—) 

Zahl = 00214 Zahl = — 0*2148 

22* 
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log A*= 8-69224 

logB = 410519 
Elog3 = 9-52287 
- £logr' = 718614— 10 
9*50664 — 10 
Zahl = 0-321 

^ = 22190-76 — 0 02 = 22190-74, ^= 12740-64 —0-215 

+ 0-321 = 12740-75 * • 
logB = 4-10519 

log (P—1A) = 3-73407 ' 180°— 150° 8' 17-027" + 

log (> = 5-3 1 442 2- 187" = 29* öl' 46-160" 

E log ==708614— 10 irnr-^r tu_j_ vi^r 

^«=2-187" -MIHHU. 

m 

Will man die Koordinaten der auf einander folgenden Eckpunkte 
eines Netzes (etwa des in §. 27 schou betrachteten) berechnen, so 
wird man von A ausgehen müssen und dort zaerst haben : 

p = 0, M = 0, « = 90«H-BAN, 
wenn AB dstlich TonSN,.odertt=90* 
— BAN, wenn AB westlich von SN 
liegt; alsdann findet man die Koordi- 
naten von B; aus dem Winkel den 
man gefunden, bestimmt sichlurBC 
dami leicht a u. s« w. 

Wir bemerken schliesslich noch, 
dass, wenn das zn berechnende Brei- 
ecksnetz sich durch mehrere Grade der 
Breite erstrecken sollte, man in den Formeln (25) den Werth von r 















r 





* Dieses Beispiel ist nach den Angaben Fischer's (höhere Geodäsie III. 
S. 181) aus der Grossh». hessischen Tennessung ge\iriUiU ; die obigen Resultate 
ireichen von den heisisohen jedoch bedeutend ab ; letztere sind JP = 22205*78, 
AM. =s 127l4'49. Ea «flbrt ÜMer käbienregg milMtrlGiiäldie üatvnehied tob d«r 
dnreh keine Ueozie sn rechtfertigenden dgenthfioiUdien dorfigen Aonahne tob 
Eiünnmmgdiftlbmesseni her, vomaeh die dr^ Seiten eines und desselben sphsri- 
aehen Dreiedoi im Grande anf dreierlei Kogeln liegen. Wie man abdann Boch 
aphiviaciie lYigonometeie anwenden kann, igt anbegctiSielk Die oben gegebenen 
BesoHate aind onswellUhaft liefatiig. 
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sich ändern lassen kann , gemäss den In §. 26 gegebenen Regeln, 
dass aber dann auch die erhaltenen Resultate alle mögliche Schärfe 
haben, so dass sie gerade so erhalten werden, als wenn man sie 
nach andern direkten, auf das Erdellipsoid als solches sich beziehen- 
den Formeln ermitteit hätte. Die absolnte Länge der Koordinaten 
P ist dabei gleichgiltig, nnr moss sie natfirlich immer so sein, dass 
nnsere Annahme (die VemaohlässigaDg der durch r* dividirten 
Grössen) nicht verletzt wird. 

Ausser den Koordinaten werden aus dem Dreiecksnetze auch 
die geographischen Lagen (Breite und Länge) der einzelnen Drei- 
eckspnnkte berechnet; auch diese Rechnung kommt» wenn man will, 
anf eine Anwendung der sphärischen Trigonometrie zurück, kann 
jedoch etwas schärfer durch Formeln geführt werden , deren £nt> - 
Wicklung nicht hieher gehören kann. Selbst aber, wenn man die 
sphärische Trigonometrie anwenden will, muss man eine Anzahl 
theoretischer Sätze zuvor nacliweisen, deren blosse Anführung hier 
doch wohl zu viel Fremdes, nicht Erwiesenes einführen würde. Da 
ohnehin der Gegenstand recht eigentlich dem Gebiete der höhem 
Geodäsie angehört» so mftssen wir dorthin verweisen« * 



Siebenter AbschiüM. 

Vobtr den BJatois üshlerhaiter Daten a«f die dureh Be^ung 

daxaus erhaltenen Qrdssen. 

§. 29. 

Im nennten Abschnitt der ersten Abtheilung haben wir für ebene 
Dreiecke bereits den £influss von fehlerhaften Messungen auf die 
daraus durch Rechnung abgeleiteten Resultate untersucht; dasselbe 



* Man Tergleiche: nUntersachungen über Gegenstände der hühern Geodftsie" * 
?<» Gants« erste und zweite Abhandlung. Göttingen, 1844, 1847; sodann eine 
viohtige Abhandliing Bette Ii in den A«rttoa<miiBdien Nachrichten** tob Sehn- 
maoher 1826, die man aneh hi Gxnnartt nehenen, sphärischen und sphärdditdMa 
Trigonometeie*' (Leipzig 1837) S.Mff. findet. 
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BoU Ulm hier ftr spliänscbe Drekcke gesdiehen. Im Gnmde ist 
die bier mid in dem so eben angefObiten Absebnttte der ersten Ab» 

theilung gelöste Aufgabe die, die (kleinen) Aenderuugen zu be- 
stimmen, welche die Resultate erleiden, wenn die Daten (gegebenen 
Grössen) solche Aenderungen erleiden, und es können eben dess- • 
halb die hier erhaltenen Formeln bei allen .Aufgaben dieser Art 
angewendet werden. Der hier einzohaltende Gang soll derselbe 
sein, wie im betreffenden Abschnitt der ersten Abtheümig. Wir 
gehen hiebei von den Grundformeln (1) aus, nämlich; 

cos a ~ cos b cos c -|- sin b sin c cos A, 1 
» cos b = cos a cos c -f- sin a sine cos B, > (a) 

coBcscosacosb-f-einasinbcosC, i 
ans denen alle übrigen Formeln abgeleitet sind. Man zieht ans 
ihnen, indem man wie in §. 45 der ersten Abtheilnng verfUirt, also 

cos (a + //a) = cos a — sin a . arc //a, 

sin (a + //a) rz= sin a -|- cos a . arc //a , u. s. w. 
setzt, femer die Produkte arc^.arc^c u. s. w. vemacblässigt: . 
Cosa — sinaarc^a=cosb.cosc— cos b sine arc ^c 

cosc.sinbarc^-|~'^>Q^<B^<^^'>'^ — sin b sine sin Aare 
-f - cosb sin c cos A arc^ -f- sinb cos c cos A arc Je^ 

cos b — sin b arc Jh ~ cos a cos c — cos a sin c arc Jo, — 

cos c sin a arc /^a-l- sin a sin c cos 1? — sin a sin c sinB arc^:/B 
-j- cos a sin c cos B arc 4~ sin a cos c cos B arc ^c, 

cosc — sm c arc ^c = cos a cos b— sin aoos bare ^a — 

cosasinbarc^-}*^^^'^^ — sin a sinb sin C arc 
cos asin b cos G arc ^/a^- sin acos b cos C arc /#b, 

d. h. wenn man die Gleichungen (a) beachtet, und, was hier ge- 
stattet ist, statt arc^a setzt ^/a u. s.w., indem ja beiderseitig bloss 
Grössen dieser Art vorkommen: 
sina^a = cosb sino^c -4- cosc sinb^b -f- sinb sine sinA^A — 

cosb sin c cos A^ — sinb cos c cos A^c, 
sinb^ = Cosa sinc^/c -|- cosc sina^a + sina sine sinB^ — 

cos a sin c cos B^a — sin a cos c cos B^/c, 
sin C//c = sin a cos b^/a -f- cos a sin b^b -\- sin a sin b sin C-^/C — 

Cosa sinb cos C-^/a — sin a cosb cos C^/b. 
Beachtet man die Gleichungen (4) in §. 5 und (3) in §. 4, so 
kann man diese Gleichmgen auch sdireiben: 
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sin az/a = sin a cos BJc sin a cos CJb + sin a sin b sin CJAj 
Bin = sin b cos AJc + sin b cos CJa, sin b sin c sin AJBy 
sin cJic •= sin c cos AJb -j- sin c cos B^a 4* sin b sin c sin A^G, 
d. h. Jtk = cos BJc cos CJb -f- sin b sin CJA, ) 

i/b = cos A</c + cos C^/a-l- sine sin A^, > (26) 
Je = cos AJh -j- cos B^a -(- sin a sin BJC,* ) 
welche drei Formeln die nöthigen Beziehungen zwischen den sechs 
Grössen Ja, Jb^ ...^ JC feststellen. Wollte man andere Grund« 
formein als Aasgangspunkt wählen» so erhielte man Besultat^ 
welche ans (26) sieh sofort ableiten Hessen (erste Abth. §. 46). 
Wir haben non die einzelnen FäUe besonders zu untersnchen. 

§.30. 

1) Es sind gegeben a, b» c; gesucht A, B, C. Aus (26) folgt 

munittelbar: . ^ . ^ _ 

Ja, — cosB^c — cosC-^ib 



JB=z 





sin b sin C 




• cos AJc — cos QJsk 




' smcsinA 


^c— 


cos A^ — cosB^a 



sin a sin B 

worin natürlich für A, B, C die nach §. 9 gefundenen Werthe zu 
setzen sind. Man sieht hieraus, dass, wenn a, b, c gar zu klein 
sind , die Berechnung von A, B , C nach §. 9 nicht anzurathen ist, 
da alsdann sin a, sine u.8.w. sehr klein werden, also die Fehler ^A, 
JB^ JC. bedeutend ausfallen können. Es kommt diess darauf 
hinaus, den Legendre'schen Satz anzuwenden, statt der Formehi 
des §. 9. * ^ 

2) Gegeben A, B, C; gesucht a, b, c (§. 10). 
Aus (26) hat man* jetzt Ja, Jb» Jo zu besthnmen. Man hat 
nun zunächst: 

Ja — cosB^o — cosC-^ = 8inbsinC^Ä, J 

Jb — cosA^c — cos C^/a = sin c sin A^, \ (a) 
Je — cosA^/b — cosB^a = sinasinB^C. ) 
Man multiplizire die zweite dieser Gleichungen mit cos C und 
addire sie zur ersten, so ist: 

* sin b sin A = sin a sin B, wegen $.4 (3). 

f 
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^asin'C — (cosB-j-oos Aco80)^c 
= am b sin Ci^A -f- sioe un A CO! 
dn'O — sin A sin C eosb^c 

= sin b sin CJX + sin a sin C cos C^ß (§§. 5 u. 4), 
siaCVa — sinAcosb.</c 

= sia b^A 4* fiiu a cos (b) 

Eben so mnltiplüsire man die erste (a) mit cos A, die letste mit 
cos C nnd snbtrafaire, so ist : 

(cos A cos B cos C) ./a — (cos A cos B -}- cos C) Ja 

= sin b sin C cos AJA — sin a sin B cos 
sin B sin C cos a^a — sin A sin B cos cJq 

= sincsinBcosA^A — sinast&BgosC^C (§*5»4X 
sin C OOS a^a — sin A cos c^o 

= sine cos A</A — sinacosCi#0. (c) 
Aus (b) und (c) ergibt sich nnn : * 

(siüA cos c — sin A cos b cos a)//c=(sin b cos a — siu c cos A)^A 

-{~ sii^ ^t!^)'^ C cos a ^/ß 4- sin a cos C^C, 
sin A (cos c — cos acos b) ^c (sin b cos a — sin c cos A) JA. 

sin acos acos CJE -f - sin a cos OJO^ 
sin a sini) cos C sin A^c = sin a cos b cos OJK 

+ sin a cos a cos CJh -\- sin a cos C^G (§. 5, 3), 
sin b sin AJq = fios b^A -j- cos a^B -j- ^C, 
d.h. man hat: 

. ^C+cosa^+cosb^A ' 

^c= • . . . , , 

smAsinb 

. /n 4^ cos a^C -f - cos cJA 

smC^ma 

^A-[r C08 + b^C 

sin B sin c 

Auch hier gilt dieselbe Bemerkung wie zu Nro. 1. 

■3) Gegeben b, c, A; gesucht B, C, a (§. 11). 

Aus (26) sind jetzt ^a, ^/ß, JO zu bestimmen. Man hat zu 
dem Ende : 

^a = cosC^b + cosB^c-j-sinb8inC//A, ' 
cos G^a 4* sin c sin A^B = ^^b — cos A^c, 
oosB^a 4- sin asinB^ = ^c — cos A^. 



V 
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Aus den zwei letzten Gleichangen folgt, wenn man obigen Werth 
Vött einführt : 

Biii€ sin AJB = sin ' QJh — (cos A -|- cos B cos C) Je 

— sin b sin C cos G//A, 
Bi]ia8inB^ = 6in'B2#c — (cosA-f cosBcosG)2/b 

— sin b sin C cos B^A, 

d. h. (§.4, 5): 

sin a sin C^B — sin ^ C//1) — sin B sin C cos a^/c 

— sin b sin C cos C^A» 
sin asinB^G = sin'E^/c — sin B sin C coe a^ 

— sine sin B cos BL^/Ay 

mithin hat man: 

'^a^ coB Gi^ 4~ cosB^c -|- sinb sin OJA^ 

sinG j. . T> 4 > sinbcosG 
Ja = - — Jh — smB cotg a^ c — : JA^ 

sni a sin a 

^ sinB . . X ^ sine cos B 

JQ:=— — Jq — BinGcotff&tfb : Ja, 

sina sina 

Auch hier soU a nicht gar za klein sein^ oder, was auf dasselbe 

herauskonmit, A nicht za klein. 

4) Gegeben a, B, C; gesucht A, b, c (§. 12). 

Jetzt sind ^./b, ^c, JX aus (26) zu bestimmen. Es ist: 
• cos CJh -f- cos B^/c '^in b sin C^A = ^a, 
^ — cos AJc — cos C^a -|- sin c sin Az/B, 
yc — cos A^b =jCos B^a-j- sin a sinB^G. 
Ans den zwei letzten Gleichangen folgt zunächst: 
sin ' AJe = (cos A cos G -|- cos B) //a sin c sin A cos A^/B 

-|- sina sin B^/C, 
sin' A^ = (cos C + cos A cos B) //a + sin c sin A^ 

4- sina sin B cosA^C, 

d. h. (§§. 5, 4): 

sm'A^ = BinAsin Ccos b^a-f-sincsinAcosA^B, 

sinb sin Ai/Gy 
shi ' = sin A sin B cos c^a + sin c sin Ai^ 

-f - sin b sin A cos kJCf 

* 

. sinCcosb . , sine cos A _ , sinb 

Je = — — — A H — //B + -7-T ^G, 

smA smA smA 

- sinBcosc ^ , sin c ^ , sinb cos A ^ 
smA ' smA ' smA 
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Seist man diese Wertbe in die erste Oleiclmiig, so hat man: 

. , . ^ r* sinBcosccosC sin C cosb cos B~1 . 
Binb6inC^A=^al 1 : — r r I 

L smA smA J 

r ^"^<^<^Q'sC I sine cos A cos B" l F sinb cos A cos C 

L sinA * sinA J L BinA' 

■ sinbcosB "! 
sinA J* 

Aber (§.5): 

sinA — sinB cos c cosC — sin C cosb cosB = sinA — sinB cosc 
£ — cos A cos B -|- sin A sin B cos c] — cos B [cos c sin B cos A 
-|-cosB sin A]=sinA4-'C0s A sinB cosBcosc — sinAsin^B cos'c 
— cos A sin B cos B cos c — cos ' B sin A = 

sin'BsinA — sinAsin'^BcoB'c = sinAsin^Bsin^c, 
sin c cos C -|* sin c cos A cos B = sine. sinA sinB cos c, 
sin b cos A cos C -f- fiui 1> B = sin b sin A sin C cos b, 

also 

sinb8inC^A = 8in'Bsin'c^a — sincsinBcosc^ 
^ sin b sin C cos b^. 

Daraiu folgt endlich: 

_ 8inBco8c^a-|-B&iC//B-f'8inbcosA^ 

Sin A 

. sin C cos b//a-(- sine cos A^-J- sin b^C- 

^C= ; — . , 

SinA 

Jh, = sin c sin B^a — cos c^B — cos b^C. . (vgl. Nr 2.) 

5) Gegeben a, b, A; gesucht c, B, C (§. 13), 
Für diesen Fall sind JG^ 4^ ans (26) za entwickeUi. 
NVm ist 

cosB^c=^a — cosC^ — sinbsinO^A» 

cos A^c + sin c sin A//B —Jh — cos C//a, 
Je — sin a sin B^C = cos KJh -f- cos B^a. 
Setzt man den Werth von Ja^ wie er aus der ersten Gleichung 
folgt» in die zwei andern, so ist 

• A vufi I cosAcosCl . r ^ . cosAl 
smcsin A^ = ^ + . cosB J L^"* ^ 

I sinbsinCcosA 

cosB 
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sin a sinB^C =; i/a F— s — cos B~| — Jb Fco» A + ^^^1 

LcosB J L cosBJ 



sin b sin C 



cosB 
d.h. (§.5): 

• A in sinAsinCcosb - sinBsinCcosa . 

BmcsmAJB= Jb — ^ m 

cos B cosB 

+ 5Sb — 

. _ . sin'B . sinAsinBcosc ^ sinbsinC 
sm a sinB^C = — zr Ja, — tt Jb JA; 

cosB cosB cosB 

ßo dass jetzt^ wenn man die Gleichnn^zen (3) beachtet: 
j Jsk — cos (Üb — sin b sin CJA 

cosB ' 
=: tg B cotg hJb — ig B cotg a^a + tg B cotg A^A, 
> sinAcosc _ sine 

J\j = - — //a : ^Jb : "^^JAf 

sma smacosB smacosB 

60 dass also B nicht nahe an 90° ausfallen darf^ d. h. da 

. n sinA • . 
8inB = -: — suib« 
sma 

es darf nicht nahe 

^ sina^sinbsinA 

seyn. 

6) Gegeben a, A, B; gesucht b, c, C (§. 14). 

Aas (26) hat man Jb^ Je^ JC za bestammen. Es ist ab^r 
cos CJb -f - cos B^c = ^/a — sin b sin CJA, " 
Jb — cos A^c = cos O^a-j-* sine sin Ai^y 

Je — cos AJh — sin a sin BJC =■ cos B^a. 
Die zwei ersten Gleichungen geben: 
(cosB + cosAcos C)Jh = (cosA+cosBcos C)^a 

— sinbsinCcos A^/A-f-sinasinAcosB^/B, 
(co8B-hcosAcosC)^c=^asin'C — sin^bsinC^A 
— sine sin A cos C^ffi» 
d. h. (§. 5) : 

sin A sin C cos b^b = sin B sin C cos a^a — sin b sin G cos A^A 

-|- sin a sin C cos B^ß, 
sin A sin G cos b^c = sin ' G^a — sin b sin G^A 

— sinasuiCcosG^. 



Digitized by Google 



343 Sieb«ntof Abtehnltt. 

oder 

^ = tg b cotg a^a — tg b cotg A^A + tg b cotg B^B, 

sinC . tgb sinacosC 

M = T r r-r t t r 

smAcosb smA sin A cos b 

Setzt man diese Werthe in die dritte Gleichung ein, so hat man: 

sin a sin B^C = f . ^ . — tg b cotg a cos A — cos B | 

LsmAcosD J 

-|-^A 4^+tgbcotg Acos aJ 
I sinacosC ^ , . « 

Aber es ist ^ . ' 

^inC sinC 

; tffbcotgacosA — cosB = -;— j r 

siiiAcosb * * sraAcosb 

sinbcosacos Asia A cosBsinAcosb 



.i.V. 



sinAcosbsiaa sin A cos b ')\, 

sinG cos A Cosa sin B isosBsin Aeosb^g ^ 



sin A cos b sin A cos b sin A cos b 

sin C — cos askB cos A— cosB [cos a sin B co s C + i i n r ] 
' sinAcosb 

L§.5, i^orniel(6)] 
ginQ — cosasinBcosA — cos a sin B cos B cos C — cos^B sin C 

sinAcosb 

sin^B sinC — cosasinB [cosA+cosBcos C] 

sinAcosb 

sin^B sin C — cos* a sin^Bsin C sin * a sin'B sin C 

sinAcosb sinAcosb 

sina.sin^Bsinc 

' cosb ^' 

; tgb tgb r 2. T-, sin Asinb 

tgbcotgAcosA T—. [cos'A--lJ = . , 

^ * stnA sinA^. coso 

sinacosO , , „ , sinacosC + sinbcotgBcosAsinA 

-r-; - + tgbC0tgBC0sA = oi^ A 

smAcosb ' ^ SinAcosb 

_ sin a cos C + sin a cos B cos A ^ sina. sinAsinBcosc 

sinAcosb sinAcosb ^ 

sinasinBcoBC ; 

~" cosb 
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Also ist hier: 

^ = tg b cotg a^a — tg b cotg A-^/A + tg b cotg BJBt ^ 
sinC . sinb sinacosG 



sin A cos b 



JSL- 



sinAcosb 



JA 



sinAcosb 



>in V> >in c . 
^fC= ; — J& 



1 ^A-^^. 



cosb cosb cosb' 

Also darf hier nicht b nahe an 90 ^ d. h. nicht nahe 

sinA= sinasinB 

seyn. 

Sind einige gemessenen (oder überhaupt bekannten) Grössen 
ftls fehlerfrei anzusehen, so ist in obigen Formeln der entsprechende 

Fehler =0 zq setzen. So z.B., wenn in einem Dreiecke A ein 
recliter Winkel , also sicher bekannt ist, hat man JA = 0 u. s. vr. 
Es ist offenbar höchst einfach, die diesen Fällen entsprechenden 
Gleichungen aus den obigen abzuleiten, wobei wir uns nicht auf- 
halten wollen. 

§. 31. 

Die in §. 30 abgeleiteten Formeln werden zunächst in derselben 
Weise anzuwenden seyn , wie diess mit den ähnliclien in §. 47 der 
ersten Abtheüung geschehen ist, worüber wir hier uns wohl nicht 
weiter mehr zu verbreiten haben. Wir wollen dagegen einige Bei- 
spiele, die schon mehr dem Kreise der Anwendungen angehöreui 
hier beiffigen. 

Stelle S einen Stern vor, P den Nord- 
pol, Z das Zenith des Beobachtungsortes, 
HZA also den Meridian, AB den Horizont, 
so ist ZS = 90^ — h die Zenithdistanz des 
Sterns, ZP = 90^— 9 die Zenithdistanz a\ 
des Nordpols, ZPS — s der Stundenwinkel, 
PZS = a das Azimuth , PS = 90« — ^ die 
Ergänzung (zu 90") der Sterndeklination 
(vergl. §. 25). Man hat nun ^ 

sin h = sin 9 sin ^ 4^ cos 9 cos ^ cos sr, 
sin d = sin 9 sin h -|- cos 9 cos h cos a. 

Es sollen nun folgende Fälle betrachtet werden. 
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1) Seyen h, s bekanot, * nnd zwar sey S , als ans Tafeln ge- 
nommen, fehlerfrei; h, s aber können die Fehler Jh, Js haben; es 
soll namentlich der Fehler J<p der aus dem Dreiecke ZPS berech- 
Deten geographischen Breite ermittelt werden. 

• Hier treten die Formeln in Nro. 5 des §• 30 ein. Dort ist non 
a=90*— h, b=90*— ^, A=s, c=90»— 9, B=«; Jv=—Jb» 
Jb = 0, JA = Jsy Jcr= — Jfp, also: 

— .^/h — cosffisiüo^s . //h , ^ . 

— Jw= , Jw= hCOSCptglK^S. 

^ Cosa cos« 

Daraus folgt, dass bei unverändertem Js der Fehler ^9 
möglichst klein seyn wird, wenn a=0 oder 180**, d.h. wenn der 
Stern sich im Meridian befindet. J§ Ueiner überhaupt a ist, desto 
sicherer wird ^ erhalten; fttr Sterne, die nahe am Pole sich befin- 
den, wird a nie bedeutend werden, daher für diesen Fall solche 
Sterne sich am besten eignen. 

2) Seyen h, ^, a bekannt und zwar wieder d genau; es soll der 
Fehler in 9 bestimmt werden. 

Bieneiben Formeln werden abermals zn benützen seyn ; nennt 
man den Winkel PSZ (den parallaktischen Winkel) S, so ist : 

a — W—d, b = 90'-~ h, A = a, c=:90''~-y, B = s, C = S, 

Jsk =OfJb=i — JA = Ja, Ja = — J^, 
also 

. cosS^ — costtsins^a . cosS ^ , x v • 

«— ^cp = , JcD=. Jh-hcoswigsJa, 

^ coss ^ coss ^ 

In der Regel wird Jh^ Ja seyn, so <lass ^ am besten erhalten 
wird, wenn nahe =0 ist, d. h. wenn S fest 90* wird. Diess 

cos 8 



* Wie man h durch Beobachtung findet, ist klar. Was s anbelangt, so 
geben die astronomischen Tafeln die gerade Aufsteigung des Sterns (Anmer- 
kung zu §. 25 VI.). Geht eine Uhr nach Stemzeit , so zeigt sie Mittag, wenn der 
Frühliiigspuukt durch den Meridian geht; man -vreiss also ans der Ubrzeit immer 
den Stundenwinkel des Frühlingspimktes zu finden, und da man den Winkel kennte 
den der Deklinations- (Stunden-) Kreis des Sterns mit dem Beklinationskreis des 
FraUingspunkts inacht» so ergibt sich daraus ganz leicht der Standenwinkal des 
Sterns im Augenblicke der BeoVaditiuig, so dass ans der mineit der Standen- 
vinkel gefonden -wtfApk kam. Der Fehler A rlkhrl abo ton derBeobadttsag 
der munit her, da die gerade Anftteigung als genaa bekannt annidiiB Ist 
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ist jedoch nur für Sterne möglich, für die J ;> y ist, da für S = 90* 
(§.8): 

' , , cos S 

C08O = C08^8mill^ 8mtt = 



cosy 

Bein mnss , so dass C06^ < cos^, ^ > 91 seyn wird. Ist S = 90^ 



so ist (§.8): 

cos « = tg (90*— cotg (90'— 9)) = cötg S tg 9 , 

mid da ^ > g), so ist tg 6>tgg), also cotg J tg y < 1, mithin s mög- 
lich. Je mehr 6 sich (p nähert, desto mehr geht cotg J tg y gegen 1, 
also s gegen 0, mithin auch tg s gegen 0. 

Daraus folgt, dass man für diesen Fall einen Stern wählen wird, 
dessen Deklination grösser als die gesuchte PoUitthe, doch nicht 
viel von ihr verschieden ist, nnd dass man ihn in dem durch die 
Gl^lmng 

cos S 
sma=: 

cosg> 

(oder wenn S = 90°) bestimmten Azimuth beobachten wird. Als- 
dann h^findet sich der Stern übrigens in seiner grössten Aus- 
weichung. 

3> Aus bekanntem d, (p^h soll der Stundenvinkel s, also die 

Sternzeit bestimmt werden. 

In §.30 Nro. 1 ist a=90»— b=:90"— c = 90*'-- h, 
A=ay C = s; ^a = 0, //b = — J(p, Jq=- — Jh, JC=^Js, also 

. — Jh-{-eoBaJ(p 

cosgrsm« 

Demnach wird der Stundenwinkel am sichersten gefimden, wenn 

« = 90'* (d.h. im ersten Vertikalkreis). 

4) Aus bekanntem q>, h soll das Azimuth a berechnet werden. 

In denselben Formehi: a = 90*— d,.b = 90"— c=90*— h, 
A = a, B = S, G = sr^a=:0, -*#b = — J^, Jc=s — Jh, 
ji/Ass^a. also: ' 

cos SJh -f- cos &Jq> 

cos (p sin s ' 

so dass S niöglichst nahe an 90^, aber auch s nicht zu klein seyn soll. 
Da fürs = 90'» (§.8): 

'COS h . , 

sms = , smscosfip = cosh, 

cosy 
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so moM alao h mdglichst klein seyn. Man wird «Ito Sterne wilden; 
die zwischen Pol und Zenitli darch den Meridian gehen, för welche 

immer h < 90**, und sie in ihrer grüssten Ausweichung beobachten 
CS = 90"). 

5) Aus bekanntem ^,h,a soll der Stundenwiukel s berechnet 
werden. 

Nach Kro.3 in §.30 ist b==90*— c=r:90*_h» A=a, 
a=90* — d, B=:S» C = s, Jb=:i^J^ Jc^^-^Jbi JA^Ja; 
JC = Js, also 

— sin S^h -|- sin s sin dJg) — cos h cos SJa 

coso 

In der Regel wird = 0 zu setzen seyn, und Jh überwiegen, 
so dase man am betten yerfi^hren wird, wenn S= 0 oder 180^ d. h. 
wenn der Stern im Meridian beobachtet wird. Dann ist übrigens 
anch B = 0 oder 180^ S darf jedoch nicht nahe an 90* gehen, 

d.h. Sterne nahe am Pole sind hiezii nicht geeignet ; nimmt man 
Sterne, welche nahe ;ini Zenith durch den Meridian gehen , so ist 
für sie h nahe =90^ also hat der Fehler in a keinen bedeutenden 
Einfluss. 

6) Ans bekanntem s, S, 9 soll a bestimmt werden. 

In den Formeln Nro. 3 des §. 30 ist bs=:90* — S, 6=90^-^^, 

A = s, B = «, C=:S, a = 90'' — h, — Jc = -^Jg>, 

= ^s, = Ja^ also 

- sinS , . ^ , . cos<JcosS . 

Ja = -rJo H- sm a tg h^ip ■ — 

cosh o X 

In d«r' Regel ist M^J^rs^ 0, also bloss 

. cosScosd . 

t'üs h 

Daraus folgt, dass a am besten erhalten wird, wenn man Sterne 
nahe am Pole wählt, für welche also dnahe an 90°; beobachtet man 
sie im Augenblicke der grössten Ausweichung (S=:90?)» so ist 
* diess noch um so besser. Immer wird man sich jedoch hüten, 
h nahe an 90* zu wählen. 

§. 32. 

In §. 31 haben wir bereits an einigen Beispielen gezeigt, wie 
man vermittelst der Formeln des §• 30 bestimmen kann» unter 
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irelchen UmstAndeii die Beobachtungen anzustellen sind, damit das 
möglichst genane Resultat erhalten werde. Es ist von selbst ver- • 
stftndlich, dass die Grfin^en der Fehler der erhaltenen Werthe duicli 
dieselben Formeln gegeben sind. Wir wollen nnn noch einige Unter- 
suchungen dieser Art in Bezug auf die T\'iclitigen Aufgaben des §.25 
anstellen. 

1) Zu I. in §. 25. Wir wollen 6 als fehlerfrei ansehen« da- 
gegen h, h' als mit Fehlem Jh, Jh* behaftet betrachten, so dass y 
und s die Fehler J% haben, und « mit dem Fehler Jv behaftet 
ist Da 

sin Ii = sin ^ sin y -j~ cos ^ cos y cos s, 
sin h' — sin ^ sin y -|- cos 6 cos ip cos (s — f), 
so hat man also (erste Abtb. §. 48) : 

cos \iJ)x =: sin ^ cos — cos ^ sin y.cos 

— cos ^ cos 9 sin s^, 
cos h'^' = sin ^ cos <fJ(f — cos ^ sin 9) cos (s — t) 
— cos ^ cos 9) sin (s — %){J& — Jt)j 

wenn man statt arc ^h, , sogleich Jh.,.., setzt , was offenbar 

gestattet ist. Hieraus hat man Jfp^ J& zu bestimmen. 




Beseichnet man die zu den Standenwinkehn s, s — v gehörigen 
Azimuthe PZS, PZS' (die leicht berechnet weiden kOnnen) mit «e, a', ^ . 
so ist (§. 6 Formeln 4): 

cos (f sin 6 — cos 6 sin (f cos s = cos h cos a, 

COS 9) sin d — cos d sin tp cos (s — «) = cos h' cos o', 

mithin 

cos hi#h^ cosbeoso^«^ — cosdcos^sins^s, 
cos h'^' = cos Vjcos afJ^ ^.cos 3 cos 9 sin s'^^^s 
- -{-cos^cos^sins'^r« 
wenn s' = s — t. Daraus folgt : 

OiCKf «r« sphäriick« TrifOBOMtri«. 23 
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COS h sin s'Jh — cos h' sin + cos S cos w sin s sin s'^r' 

J^=: ■ ^ 



COS h cos a sin s' — cos h' cos a' sin s 
COS h cos h' cos — cos h cos cos aJhf 
+ C08 ^ w y sin s^ cos h cos aJt 



cos^cos^; [sins'coshcoscr — sin s cos h' cos a']* 

Betrachten wir bloss J(p , da uns die Bestinuuung von y am 

meisten interessirt, so ist (§. 4): 

. cos():sino = cosh:sins, cos^:sin«'=cos.V:sins', 

sin er cos h . . sina'co^h' 

sm 8 = i — , sm s' = z — t 

coso coso 

also 

cos Ii cos f 

cos h cos « sin s' — cos h' cos a' sin s = r— [sin a' cos « — 

. , T COS h COS h' . , , X 

cos af sm «j = z — sm («' — a\ 

cosd ^ ^ 

mithin 

. sin«' sin« jt t \ sin «sin«' 

= . . , 7 r-pr- r JW -|- —— r COS wJw. 

' ^ sin(a' — a) sm(a' — a) siu(a' — et) ^ 

Daraus folgt offenbar, dass es gut seyn wird, von den zwei Azi- 

mnthen a, o', eines nahe an 0 oder 180*, das andere nahe an 90* 

zu wählen, da alsdann sin(a'^ft) nahe an l,.pnd entweder sina 

oder sin a' nahe an 0 golien wird, also /f(p ungef&hr =-^/h oder M 

(im ungünstigsten Falle) seyn m ird. Daher rührt die astronomische 
Vorschrift, die eine Beobachtung nahe am Meridian, die andere nahe 
am ersten Yertikalkreis, zu machen. (Vergl. Sawitsch: Abriss 
der praktischen Astronomie u. s. w. II. S. 36] .) 

• F&r Js wttrde man haben : 

Cosa' ^ *COsa ^, , sina' cos a , 
r-n ^ z/li'+-^-7- r Jt, 



sin(a' — a)cosy sin(a' — a)cos(p sin(a' — a) 
welche Gleichung auf ein ähnliches Resultat fuhren würde (a = 90^ 
a' = Ooder ISO"*). 

2) Zu III. in §.25. S als absolut genau angenommen, erhält 
man aus den aufgestellten Gleichungen unmittelbar: 
0 = cos h sin (pJh -|- sin h cos sin h cos <p cos euttt 

— cos h sin y cos aJ^ — > cos h oos y sin aJa, 
0 = cos sin gtJhf -|- sio V cos gtJgt — sin h' cos y cos (a -f - a) Jtif 
— cosh'siny cos («+a) oosh'cos (p sin (a+a) ( Ja+^a), 
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woraus Ja za ennittela Bind. £*Iach §• 5 ist aber ^ 
coshsin^ — sinhcos^cosas^scoB^cosS^ 

sinhcos^ — cos h sin 9 cos a=: cos ^ cos 8, 
cos h' sin 9 — sin cos 9 cos (a -|- a) = cos ^ cos S', 

sin V cos q> — cos h' sin ^ cos (a -|- a) = cos 3 cos s', 
wo wieder S, S' die parallaktischen Winkel sind, die den beiden 
Beobachtungen entsprechen CPSZ, PS'Z). 
Also ist 

0= coBSco9Säh'^- cos ScobbJ^ — cosheos^sinfiJlcf^ 

0 = cos J cos S' Jh'4*co8 S cos s'Jg, — cos V cos 9 stn (o+O i^f^^^)» 

oder da (§.4): 

cos y sin flf = cos 3 sin S, cos (p sin (a -j- a) = cos (J sin S' : 
0 = cos Sz/h -|- cos s/l(f — cos h sin Sda (§. 29 Form. 26), 
0 = cos S'^h' 4" cos &*J(p — cos h' sin S' Ja — cos h' sin S' Ja. 
Hieraus folgt: 

cos hf sin S' cos SJh + co s h sin S cos S' Jh' — 

^ . cos h cos sin S sin Ja 

cos h' cos 8 sin S' — cosheoss'sinS 

Aber 

cos ]i sin S = cos 9 sin s « cos hf sin S' = cos 9 sin s^» 

also 

cos cos 8 sin — cos h cos s' sin S = cos 9 (sin s' cos 8 — cos s^ sin s) 

= cos 9 sin (s' — s), 

also 

^ sin s^ ^ I ^ cos y sin 8 sin 8* ^^ 

sin (s' — s) ' ' sin (s' — s) sin (s' — s) 

Die Differenz s' — s der zwei Stundenwinkel darf mithin nicht 
klein seyn, d. h. die Beobachtungen dürfen nicht rasch auf einander 
folgen ; am besten wird man thnn , die eine Beobachtung nahe am 
Meridian (s oder s' = 0 oder 180")» die andere 6 Stonden früher 
oder später (s oder s' = 90^) zn machen. 

3) Zn y. in §.25 Sy S* als fehlerfrei angesehen, hat man: 
0 = cos h sin (p/Jh ~{- mi h cos (pJg> — sin h cos (p cos a Jh — 

cos h sin y cos a/1(p — cos h cos (p sin az/a, 
0 = cos h sin ^Jh' -f" sin h cos y J^ — sinh cos 9 cos az/h' — 

cos h sin jp OOS (« -f - a) J^t-oos h cos 9 sin (iH~*) ( Ja4~^<^)* 
wenn man amimmt, dass Jh' der Fehler bei der zweiten HÖhen^ 
beobachtung sey. • Diese Gtoichongen sind auch (nach Nro. 2):- 

»♦ 



Digitized by Google 



356 Siebenter Abschnitt. 

0=cos^co8Silh-f-co8^co8&^ — ootliotijptinflula^ 

0 = C0S(J'cosS'Jh'-f-CO8^'CO8 8'>#5P — . 
cos h cos (f sin (« + a) (Ja -f- Ja), 
oder da cos^ 8ina = cofi^siüS, cos^sm(a4-a} = co8^'8inS': 
0 =s cos S^ih 4" C06 8^9) — cos h Bin Siia^ 
= cos S' Jh' -J- cos s'^9 cos Ii sin S' Ja — cos Ii sin S'iia» 
woraus dasselbe Resnltat wie in Nro. 2 folgt. 

4) Zu II. in §. 25. Man hat ans den dortigen Gleichungen: 
cos kJh = cos (p sin 6J(p -\- sin 9? cos öJö — sin ^ cos $ cos s J^ 

— 008 ^ sin S cos Si^^ — cos (p cos ^ sin sz/s, 

cosh'^' = cos 9 sin JJ^ 4" sin 9 cos 6 AS — sin9COs^cos(s — t)^^ 

— cos 9 sind cos (s — s) Jd — 

cos 9 cos d sin (s — v) ( Js — Js)» 
cosh''^''=cos 9 sin dJ^p^-sin 9 cos dJd^sin y cos dcoi (s— t') J9) 

— cos (f sin (5 cos (s — r*) Jd — 
cos (p cos sin (s — t*) {A& — 4^)* 

Da aber £§. 5, Formeln (4)]: 

cos 9 sind — «in^^osdcoss^coshcoso, 
sin^cosd — cos 9 sin d cos s= cos Ii cos S, 
wo a, S die firOhere Bedentang haben, so bat man: 

cos bi^ = cosbcosffifif^-f-cosbeosSJd — cosycosdsinsJiB, 
cosb'^' = cos h' cos a'/S(f + cos h' cos S'Jd — 

cos ^ cos d sin s' Js ~\- cos cos 8 sin s'^lir, 
cosb"Jb''=cos b" cos a'*J(p + cos b" cos S" Jd — 

cos 4^ cos d sin s" Js 4- cos 9 cos d sin s" Jf^, 
> oder endlicb, da (§. 4) .sin s cos d = sinacot b : 
dh = eoBaJq> cosS^d*— cos 9 sinaJa, * 
Jh.* = cos cc'/l(p + cos S'JS — cos (p sin a'Js + cos g) sin a'Jr, 
Jh" — cos a"ä{p + cos S'' z/d — cos sin Js cos y sin c^'/fr^, 
woraus J(p, J6^ 2u bestimmen sind, wobei wir uns jedoch auf 
das erste beschränken wollen. Man erhält: 

iA(sina'cosS"— sina"coeS0+^'(8ln«''cosS— sinacosS") 
(sinacosS' — sina'cosS) -f-^ina'cos^^rCsintfCOsS'' 

. '—' sin ir'^ COS S) -|- cos tp sin a'*Jt' (sin cos S — sin « cos SQ 

cos a (sin a' cos S" — sin cos S') + cos a' (sin a" cos S — 

sin a cos S") + cos a" (sin a cos S' — sin a' cos S} 

* Wi««BgdiaFnMdD(a6)io|.2aiiiiiiiMdtari4^ 
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"Was den Nenner anbelangt, so ist er auch = 
cosS (sin iM^'cwa' — cos sin aO+<^BS' (ain a&os — cos a sin«'') 
-f- cos (sin 0* cos CK— 008 Ii' sin a) = C08SBiii(c«''— «f')H*' 
cos S' sin (« — «'O ■+ <50« S'' sin («* — «). 

Daraus folgt, dass man die Beobachtungen nicht so anstellen 
darf, dass alle drei Aziniuthaldiflferenzen a' — a, a" — a" — a 
klein ausfallen, überhaupt nicht so, dass der Nenner sehr klein wird. 
Die Winkel S, S', S" bleiben immer unter ÖO", wenn <5 < man 
wird also nicht nahe am Pole liegende Sterne w&hlen, da fta die- 
selben ohnehin die Azimnthaldiffierenzen gering sind, vielmehr soldie» 
die nicht zwischen Zentth und Pol durch den Meridian gehen. Ist 
etwa a nahe an 0, a' — 90°, a" = 180", so ist (für solche Sterne) 
S = 0, S" = 0 und S'< 90", also dann der Nenner = 2, mithin . 
bedeutend genug, so dass man die Beobachtungen der Art anordnen 
kann, dass die erste nahe am Meridian « die zweite im ersten Yerti- 
kalkreis, und die dritte wieder nahe am Meridüm gescMdit. Als- 
< dann ist flbrigens nngeföhr 

sin «' cos S" — sin a" cos S' = l , sin a" cos S — sin a cos S" = 0, 
sin« cos S'^ — ßina'cosS = — 1, 

also nahezu 

was unsere obige Angabe rechtfertigt. 

Werden nicht alle drei Beobachtungen auf derselben Seite des 
Meridians gemacht, so werden einige der Azimathe östlich, die an- 
dern westlich seyn; die Resultate aber bleiben. 

5) Zu IV. in §. 25. Man hat, wenn « -j- a = a', a + a' = a" : 
eo»dJ6 = cosh sin g>Jh -j" sin h cos — sinh cos ^ co&€tJh — 
cos h sin 9) cos aJ^ — cos h cos 9 sin aJetf 
' eMiJS=eoßhfnin^Jbf'{'wnh'<m^J^ — sinh' cos y exsBti^M — > 
cos h' sin «jp cos €ifJip — cos V cos ^ sin iJa A), 
cos ^Jd = cosh" sin fpJh."-\- sin h" cos (pJtp — sin h" cos (f cos a"JW 
— cos h'^ sin ^ cos a"Jg> -^co& h" cos (p bin a" (Ja-^-Ja,')* 

Da aber 

dn^cosh^cos^sinhcbscvsscos^coaS, sinhcosy— 
coshsinycosascos^cossy cosh sin a=cos^ sin s, 
BO hat man anch 
J9^eo% SJh -f- cos sJtp — cos ^ sin &Ja [§. 29 Form. (26)], 
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= cos S'^' -|- cos %'J(f — cos (f sin &'Ja — cos sin s'//a, 
J9 = cos S"^" + cos s"J<p — cos (p 810 h"Ja — cos ^ sin 8"^a', 
woraos Jiy Ja zu bestimmen sind. 
Dnrch Subtraktion eriiiUt man hierans : , 

eot 4~ cos 9 sin sf^a, 
(ooa — cos s) — cos y (s in s" — sin s) = — cos S" 

cos 4~ 9^ '^'''■^^^ 

d. h. 

— 2 sin j (s'+s) i (s' — s)//y — 2 cos y cos j (s'+s) 8in4(8' — s)^« 
= — cosS'^h'4-co8S//h-j-cosg)sin s'//a, 
2sin|(s''-f«)ain|(s''— b)^{P»2 cos 9 cosl(8''-^)sin}(6''-4)^a 

Hieraua folgt: 

J(f [sin \ (s' + s) cos \ (sf' -j- s) — sin { (s" + s) cos i (s' + s)J 
_ Jh' cosS^cosj(s'' + s) ^h^^cosS^^cosKs' + s) 
" 2 ßini(s'— -s) 2 sin}(s" — s) 

^cosS F cos i (s^^ + s) cos j (s' + s) "| 

C08y8in8*C08t(8*^-t-8) ^ , cos (f sin s^^ cos { (&' -\- s) . ^ 
28ini(s'-s) "^^'^ 28inKs''— 8) 

Da aber 

MDiC®^+s)cosJ(8"4-s)— 8in^(s"+s)cos4(s'+8)=sinl(8' — s")* ' 

cos j(s^^-f"s) cos { (&' -f- s) 
8in}(s' — s) sin^(8'' — s) 

_ co<^\(-"^ s) sin 1 — cos ^ (s^ + 0 sin ^ (s^ — s) 

8in|(8' — 8)sinJ(s" — s) 

I sin 8^^ — I sin 8 — ^ sin s^ -(" ^ sin s sin g*^ — sins^ 

sin^Cs' — s)sin^(s" — s) 2 6in^(s' — s}ßini(s" — a) 

_ 2 cos ^ (s^^ + sQ sin j (s" — sQ 

28inK»'— — *) * 

so ist 

V cosUs^^-{-s)cosS^//h^ cosj(s^ + s)cosS^W^ 

^ 28inKs'— s) 8ini(8"— sO 2 sin^s" — s) sin i (s" —s') 

, cos J (s" -f- cos S//I1 COS y sin s'cos i(s" -[- s)//a 

2 8in } (a' — 8) sin Ks" — 8) 2 sin l(»'r-8) sin J (s"— a') 
cos y sin s'' cos Ks' + s) ^a' 

'"2sini(s"--ß)8ini(»" — s')* 
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Hieraus folgt, dass mau die Beobachtungen so anordnen mass, 
dus die Stundenwinkel nioh( zn nalie an einander liegen, d. h. alsoy 
dass man die Beobachtungen nleht schnell nadi einander machen 
darf. Da es jetzt gut ist, wenn S (S^ S'') nahe an 90® geht; so 
wird man Sterne nahe am Pol, oder doch solche, die zwischen Ze- 
nith und Pol durch den Meridian gehen, vorziehen. 

6) Zu VI. in §. 25. Man hat hier, wenn d, d', als fehlerfrei 
angesehen werden : 
cos LA = sin d cos ^ cos dsin 9 cos — 
cosdcosipsinsi/s, 

cosh^ = siu(J'cos f/)^y — cos^'siny coss'^9 — 
cos 6' cos (f sin &'J& — cos 6' cos y sin s'^r, 

cos h^h = sin d" cos — cos d'^ sin 9 cos 8"//y — 

cos 6*.* cos 9 sin s'^^s — cos 6" cos 9 sin s'^^v', 

d. h. da 

sin d cos 9 — cos d sin y cos s = cos h cos o, cos d sin s = sin a cos h : 
^ = cosa:^iy — cos 9 sin (§.29), 

^ == cos afjff — cos y sin «'^s — cos ip sin afJt, 
Jh. = cos a"J<f — cos (p sin a"J^ — cos y öiu a!'J^y 
Durch Subtraktion folgt hieraus : 
(cos «' — cos a) — cos (sin a' — sin a) Js = cos <p ßin a'Jty 
(cos — cos a) •<— cos y (sin — sin a)JB = cos 9 sin af^Mj 
d. h. • 

— 2sin J(«'+«) sinf(a'— a) ^^—2 cos 9 cosl(«'+a) sin^(a'--«) 

= cos 9 sin afJx, 
— 2 sin J («"+«) sin^ («"— a) Jip — 2 cos (p cosi(a''+a) sin J (a"— a) 

Daraus folgt, wie in Nro. 5 : 

. cos y sing* cos ^(cg^^-f-cg) 

^ T 2 smK«'— «) — «') 

cos y sin af* cos ^ (a^ a) > 

2 sin i («" — a) sin ^ 
Daraus ergibt sich ganz unmittelbar , dass man die Beobach- 
tungen so anordnen muss, dass die Azimuthaidifferenzen a' — 
ir" — ^* — « nicht klein ausfallen, was man dadurch erreicht, 
dass man Sterne auswählt, welche dieselbe Höhe h in ziemlich von. 
einander verschiedenen Azimnthen erreichen. Auf die Zwischenzeit 
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der Beobachtungen kommt es nicht an, man wird sie also klein 
wühlen d&rfen. Lauter Sterne nahe am Pole sind nicht hiein ge» 
eigaet, da Ar sie die Azimiithaldiiforeiuea m klein sind. 

7) Zu Vn. in §. 25. S, d\ 6" als fehlerfrei vorausgesetzt» 
hat man : 

0 = cos h sin ^Jh 4- sin h cos — sin h cos y cos aJh — 

cos h sin cos — cos Ii cos 9 sin ou/«^ 
0 = cos h sin ^J\i-\' sin h cos ^J(p — sin h cos 9 cos e^Jh — 

cos h sin 9 cos afJ^ — cos Ii cos 9 sin o'^it— cos h cos 9 sin ^J9^ 

0 = cos h sin (pJh -j" sin h cos (fJ(fi — sin h cos y cos a"J\\ — 

cos ^ sin y cos af'J^ — cos h cos 9 sin a'^^a — cos h cos sin af'M^ 
d» h« da 

cos h sin 9 — sin h cos 9 cos a = cos 6 cos S, 
sinhcosg» — cos h sin 9 cos cos ^ cos s, 
cosh sina = sinscos3: 
0 = cos -4* cos — sin 8 cos^^/a (§• 29 Form. 26), 
0 = cos -f* cos — sin s' cos MpJa sin s' cos fpJ^ 
0 = cos S"^/h -\- cos s"//y — sin s" cos ifJa — sin s" cos y ^a', 
aus welchen Gleichungen ^9, Ja zu bestimmen sind. Man 
zieht daraus: 

sin s'Xcos S sin s'' — cos S'' sin s) ^a4- sin s'' (cob sin s 

— cos S sin s') Jz.* 

Jif — cos y . cosSsin(s"-80+cosS'sin(s-&'0+«>«S"8in(8'-sy 

Wie in Nro. 4 schliesst man hieraus, dass die Differenzen s" — s', 
s" — s, s' — s nicht alle drei klein werden dürfen. Für s (nahe) = 
180^ s' =: 90^, s'' = 0 wäre» wenn kein Stern zwischen Zenith and 
Pol ducli den Meridian geht, S = 0, S'<9a*, S''s=p, also der 
Nenner = — 2; 

sin s' (cos S sin s" — cos sin s) = 0, 
sin s" (cos S' sin s — cosS sins') =0, 
also Jtf = 0 , so dass man also die Beobachtungen so anzuordnen 
hat, dass die erste nahe am Meridian beim Stundenwinkel 180^ die 
andern Ar den Stondenwinkel 90*, die letzte wieder nahe am Me- 
ridian für den Stondenwinkel 0* gemacht wird. Dabei kann der 
erste Stern anch nahe am Pole liegen, da doch noch S = 0 isti 
wenn s = 180°. 



Digitized by Google 



* 

8) Zn Vni. in §. 25. ^, 6* als genan voraasgesetit, folgt ans 
den aufgestellten Gleichungen, gaaa wie in Nro. l : 

sina' ^ sin« _ . , sin« sin a' . 

^ sin(a' — a) sin (a'—a) sm («' — a) ^ 

Die daraoA ziehenden Folgerangen sind dieselben wie unter 
Nro. 1, 

9) Zu IX. in §. 25. 6 und 6' als genau vorausgesetzt, erhält 
man wie Isro. 2 : 

sin s' cos S - , sin s cos S' _ . cos O) sin s sin s' . 
^ sin(8' — s) sinCs' — s) sin(s' — s) 

woraus abermals dieselben Folgerungen sich ergeben. 

10) Zu X in §. 25. Man hat, d als genau vorausgesetzt: 

sin y cos { (s' + s) = cos <f cos { (s' — s) tg 

also 

cos y cos}(s' + s) — sin 9) sinl(s' + s) . 1 {Js* + ^s) = — 
sin 9 eos I (s' — s) tg^^^ — cos 9 sin 4 (s' — s) tg^K^s' — 
[cos 4p COS \ (s'-j- s) -|- sin y cos \ (s' — s) tg ^] 

= f ^s' [sin y sin ^ (s' + s) — cos 9) sin \ (s' — s) tg ^ J . 
+ l^s [sin9)sini(s' + s) + cosy sini(s' — s)^^J* 

Aber 

' *'f t ♦ X W/1 \ • C080ptg^COSi(s'— s) 

C0B|(s'— 6)tga=tÄ9CosKs'+s), sin5p= — ^osKs^+g) 
also 

COS 9) c OS |(s' -|- s) 4- nn 9 COS |(s' — s) tg ^ = cos ^ oos ( (s' -|- s) 

COS y »'^ ■ cosy 

sin (p sin J (s' -j-s) — cos (p sin ) (s' — s) tg J 

cos CD tg^ cos 4 (s' — s)8in4(s'+s) • ./# \. • 

= Jk.'+») C0S5psmK»'-.)tg<I 

. Pcos 4 (s' — s) sin i (s'+s) — cos \ (s' + s) sin K*^' — s)] 
=^9^*— ^ 

cosg)tg Jsins 

C08i(s'-j-8)* 

eben so: 

• «/i I \ I • •// costttg^sins' 

amysmK>'+s) + cosy smKs^— »)tg^= ^J^^^,^^^ , 
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so (iasB 

CO69 ^ C0Si(s'4-8) 'cOSl(s' + 8) 

d.h. 

J(p = 4 — a , / , , — r (sin &Js' + sm s'^s). 

Die Fehler J%\ J% rühren von der Zeitbeobachtmig her, heide 
werden gleichen Einflass haben, wenn 8 = s'; alsdann Ist = 

also da a' -\-a-= ISO'', a' = a — 90", d. h. die Beobaclitungen ge- 
schehen im sogenannten ersten Vertikalkreise. Alsdann ist 

coss^y — •^cos'y tKdtgs(//s'-|~^0 
und die Beobachtungen werden 9 am schärfsten geben, wenn s nahe 

* 

an 0^ liegt, was der Fall ist, wenn der Stern nahe am Zenith dorch 
den ersten Vertikalkreis geht. 

Allerdings wQrde schon klein, wenn nur s nnd s' nahe an 0 

sind; da aber dann nahe s — s', so ist auch nahe a=^a', d. h. 
a r= a' — 90", so dass man wieder auf den ersten Yertikalkreis 
kommt. Man wird also diesen letztem wählen und* dann Sterne 
beobachten, die ihn nahe am ZeniUi dnrchschretten. — Diess ist 
denn anch die astronomisdie Vorschrift (vergl. Sawitsch a. a. O. 
L S. 352). 

Anmerkung. Wir haben im Vorstehetiden jeweils nur auf den Fehler in der 
Breite Rücksicht Ronommen , da ■wir gerade die Bestimmung derselben als unsere 
Hauptaufgabe angesehen. In ganz ähnlicher Weise könnte man natürlich die 
Fehler in den übrigen gesuchten Grössen beachten und Schlüsse auf die noth- 
. wendige Anordnung der Beobachtungen daraus ziehen , was wir jedoch dem Leser 
flberlassen wollen. 

• i 
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Seite Iii Zeile 4 t. n., statt n lies in. 

„ 15. „ 12 „ V5H-V5 1ies Vs+W. 

23i „ 9 V. u. ist zuzufügen ; 
Sey a. ein Winkel zwischen 0" nnd 180^ b zwischen ISO« nnd 360°. so setze 
man b = ISO^-j-b', alsob'<180^ und bat a-j-b = 180«-|-a + b', wo a 
und b' kleiner als 18Qi Demnach (§. 10) sin b = sin (180" -|-b') = — sin b', 
cosb = cos(i80"-f"^') = — cosb'; sinb'= — Rinb,cogb'= — cosb; ferner 
pin (a -|- b) = sin (1 80" -|- a -j- !>') = — sin (a -|- b') = — sin a cos b' — cos a sin b', 
indem diese Formel gilt, wenn a und b' unter 180**. Also sin (a-f- 1) = — sin a 
( — cos b) — cos a ( — sin b) = sin a cos b -|~ cos a sin b. Eben so cos (a -}- b) = — 
cos (a -f~ b') = — cos a cos b' sin a sin b' = cos a cos b — sin a sin b. 

Seite 24± Zeile ß v. u., statt V 1 — sin* A, lies \/l — sin* A. 
« 37, r 8„„ „ Bog n" lies BogV' 

r r 

n Ms B 13 0., ^ ßOll Ues üa 

n 49, jj 5 u. 6 V. u., soll das ( — ) der Z. & in Z. 6 zu stehen kommen. 
r, 12, „ 15 t. 0., sUtt 1090 lies 1090-. 

82, „ 
, 125, „ 



133. 
141. 



12n « 


n 


4J lies 42. 


21 . 


n 


o" lies a„. 


13 . „ 


1» 


d lies p. 




w 


1 — e' sin* 9> lies 1 — ^ e' sin* 9. 




a 


cos a lies cos 2 a. 


1y. u. 


n 


2 S sin B lies 2 S sin F. 


2 fi a 




arc dC, lies arc /iC. 


6 n « 


t> 


dieses lies diesen. 


4 




b cos B lies b cos A. 


8t.o. 


« 


sin a lies sin a. 


11 n „ 




aH-/?-f-y liesa-f /9-l-y. 


2 t. u. 




arc dn lies arc /in sin y. 



n 142, l 

rt 158. n 

♦» ■* • "t u 

w 175, „ 

„ 188. „ 

n 188. 2, 

n 191« a Ifl ist auch cos (m -f- x) s in (y — m) — sin (x -j- y) cos (y — m) 

sin m sin (m -\- x) sin (x -|- y sin m sin (x-j-y)* 

n 191. n 2 t. u. ist auch cos(n-|-y) sin(x — n) — sin (x-j-y) cos (x — n) 

sin n sin (n -\- y) sin (x -|- y) ~ sin n sin (x-|-y)* 

«I 193. „ It. c, statt a — ß lies a — ß. 

ti 196. n & n n >o]l das — des Nenners Tor den Bruch. 

M 202. n 19 n n s^&tt Tierteu lies dritten. 

^ ^6, „ lü „ p „ X lies Xj. 

« 217. „ Ht.u. „ A = BliesA = B; 



221, « 5 t.« « y' lies y». 

232. „ 19t.o. „ C = 90«auch c^90'>lies: C = 90», auchc = 90o. 

233. „ 12T.U. „ B=9io«, c=90« lies: B = 90», 0^90°. 



j Google 
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YerbesMniDg«!!. 



Mce 237, Zefle 6 7.0. iCatt «et Hm eot. 

„ 238, 14 „ „ „ tgaliestga. 

, 242, „ lOv.o. „ 3) A<90oiie8 3) A>90*. 

« 251, n 8 t. u. „ so lies so oft. 

« 266, « 12t.o. „ diese lies dleien. 

« 283, n 10 „ n '«^äre etwa noch beizufügen, dass die Bevegnng der Sonne 
etwas verschieden ist ron der des Hinamelagewfilbes , so dass sie etwas mehr 
Zeit braucht, am ihren tAgüchen Umlauf sn Tollenden, als letzteres, wie in 24, 
Kr. 1 und 5 angegeben wird. 
Seite 304, Zeile 2t.o. statt (a) lies (a) betrifil. 

« 306, n llT-n. « sin(( — 6) lies siD<t— h).. 

« 318, „ 13 „ » « 1850 lies 1830. 



n 
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336, 



4 



n n 



gehört der Findtk nach eet « mg» 
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